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PREDGOVOR

Ovaj je udzbenik prvenstveno namijenjen studentima diplomskog sve-
uciliSnog studija studijskog programa Elektroni¢ke i informati¢ke tehnolo-
gije u pomorstvu ali i drugih studijskih programa na Pomorskom fakultetu
Sveucilista u Rijeci, kao i studentima drugih visokih ucilista na kojima se
izuCava pouzdanost i raspolozivost tehnickih sustava.

Temeljni je cilj udzbenika uputiti studente u osnove prediktivhog (pro-
gnostickog) matematickog modeliranja pouzdanosti i raspolozivosti digital-
nih tehnickih sustava.

UdZzbenik je iz metodiCkih razloga podijelien na sedam poglavlja i dva
dodatka.

U prvom je poglavlju dan sazetak tematike kojom se udzbenik bavi.

U drugom se poglavlju, radi jednozna¢nog razumijevanja i tumacenja
pojmova relevantnih za uspostavljanje prediktivnih matemati¢kih modela po-
uzdanosti i raspolozivosti digitalnih tehni¢kih sustava, daju samo opc¢e defi-
nicije i kratka pojasnjenja nekih polaznih pojmova koji se odnose na podrucje
pouzdanosti, obnovljivosti i raspolozivosti digitalnih sustava i njihovih kom-
ponenata. Precizne definicije i pojasnjenja ovih i ostalih specificnih pojmova,
u kvalitativnom i kvantitativnom smislu, daju se postupno tijekom izlaganja.

U treCem se poglavlju definira pojam kvara i vremena do kvara binarne
komponente kao i veli€ine, i njihovi meduodnosi, relevantni za uspostav-
lianje i analizu prediktivnog matematickog modela pouzdanosti i srednjeg
vremena do kvara binarne komponente.

U Cetvrtom se poglavlju definira pojam obnove i vremena do obnove
binarne komponente kao i veli€ine, i njihovi meduodnosi, relevantni za us-
postavljanje i analizu prediktivnog matematickog modela obnovljivosti i sred-
njeg vremena do obnove binarne komponente.

U petom se poglavlju preciznije definira pouzdanost viSekomponentnih
neobnovljivih digitalnih sustava i predstavlja pristup uspostavljanju prediktiv-
nog matemati¢kog modela pouzdanosti i srednjeg vremena do kvara digital-
nih sustava s medusobno neovisnim komponentama kao i medusobno ovi-
snim komponentama, polazec¢i od poznavanja strukture te ucestalosti kvara
komponenata tih sustava.

U Sestom se poglavlju preciznije definira pouzdanost viSekompo-
nentnih obnovljivih digitalnih sustava i predstavlja pristup uspostavljanju



Markovljevog modela pouzdanosti i srednjeg vremena do kvara, polazecéi od
poznate strukture te uCestalosti kvara i u€estalosti obnove komponenata tih
sustava.

U sedmom se poglavlju preciznije definira trenutacna, intervalna i asimp-
totska raspolozivost jednokomponentnog binarnog sustava kao i viSekompo-
nentnih digitalnih sustava te predstavlja pristup uspostavljanju Markovljevog
modela trenutacne, intervalne i asimptotske raspolozivosti, polazeéi od po-
znate strukture te ulestalosti kvara i u€estalosti obnove komponenata tih
sustava.

Buducéi da se u prethodnim poglavljima uvode i definiraju pojmovi i veli-
¢ine, kao i njihovi meduodnosi, &ije razumijevanje pretpostavlja poznavanje
osnova teorije vjerojatnosti, a uspostavljanje modela pouzdanosti i raspo-
loZivosti digitalnih sustava zahtijeva poznavanje osnovnih obiljeZja homo-
genog Markovljevog procesa, udzbenik sadrzi Dodatak A, u kojem se izla-
Zu osnove teorije vjerojatnosti i slu¢ajnih procesa s teziStem na homogen
Markovljev proces.

Nadalje, buduéi da se pri izvodenju Markovljevih modela pouzdanosti
i raspolozivosti digitalnih sustava primjenjuje rijeSavanje sustava linearnih
diferencijalnih jednadzbi uz uporabu Laplaceovih transformacija, udzbenik
sadrzi i Dodatak B, u kojem se daju osnove Laplaceovih transformacija.

UdZbenik sadrzZi i nekoliko rijeSenih elementarnih primjera radi kvantita-
tivne ilustracije teoretskih izlaganja. Medutim, u svrhu potpunijeg kvantitativ-
nog ilustriranja teoretskih izlaganja, bilo bi korisno izdati i prate¢u metodicku
zbirku rijeSenih primjera i zadataka kao dodatak ovom udzbeniku.

Zahvaljujemo Martini Badurina na suradnji u izradi dijagrama i slika,
Jasminu Celiéu na pomoéi pri izradi kazala pojmova te Tihani Kra$ na jezi¢-
nim savjetima, ¢ime su dali zna¢ajan doprinos kvaliteti ovog udZbenika.

Rijeka, studeni 2017.
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1. UVOD

Svaki je tehnicki sustav osmisljen, projektiran, proizveden, instaliran i
uklju€en u djelovanje te koristen i odrzavan radi obavljanja definirane funkci-
je. Ta je funkcija obi¢no uvjetovana zahtjevima korisnika sustava.

Za tehnicCki se sustav koji uklju¢enjem u djelovanje ima sposobnost
obavljanja i obavlja definiranu funkciju kaze da se nalazi u radnom stanju.
Medutim, u bilo kojem trenutku tijekom njegovog djelovanja sustav moze iz-
gubiti sposobnost obavljanja definirane funkcije. Tada se obi¢no kaze da se
dogodio kvar sustava. Taj dogadaj karakterizira trenutacni prelazak sustava
iz radnog u kvarno stanje. Naravno, poZeljno je da vrijeme do nastupa tog
dogadaja, koje se naziva vremenom do kvara, bude $to dulje. Za sustav
kod kojeg je to vrijeme, promatrano statistiCki, dulje kaze se da ima vecu
pouzdanost od sustava kod kojeg je to vrijeme krace.

Vecina se tehnickih sustava mozZe nakon nastupa kvara odgovarajuc¢im
zahvatima i uporabom primjerene logistiCke podrske vratiti iz kvarnog u rad-
no stanje. Za takve se sustave kaZe da su obnoviljivi, a aktivhost vracanja
sustava iz kvarnog u radno stanje naziva se obnavljanjem. Obnavljanje su-
stava traje do trenutka kad on ponovno stekne sposobnost obavljanja zahti-
jevane funkcije, odnosno kad ponovno postigne radno stanje. Dogadaj ka-
rakteriziran trenutaCnim prelaskom sustava iz kvarnog u radno stanje obi¢no
se naziva obnovom sustava, a vrijeme koje prote¢e od trenutka poCetka
obnavljanja do trenutka nastupa obnove sustava, naziva se vremenom do
obnove. Naravno, pozeljno je da to vrijeme bude Sto krace. Za sustav kod
kojeg je to vrijeme, promatrano statisticki, krace kaze se da ima veé¢u obnov-
ljivost od sustava kod kojeg je to vrijeme dulje.

U djelovanju nekog obnovljivog tehni¢kog sustava koji je stalno uklju-
¢en u djelovanje uzastopno se izmjenjuju kvarovi i obnove sustava, odnosno
njegova radna i kvarna stanja s pripadnim vremenima do kvara i vr.emenima
do obnove. To predstavlja odreden slu€ajni proces. Ako je u nekom pro-
matranom razdoblju odvijanja tog procesa ukupno vrijeme do kvara vece
od ukupnog vremena do obnove sustava, za sustav se kaze da ima vecu
raspolozivost u tom razdoblju. Takav sustav ima i ve¢u Sansu da se u pro-
izvoljnom trenutku tijekom promatranog razdoblja zate€e u radnom stanju.

Kvarovi i obnove sustava trenutacni su slu€ajni dogadaji, odnosno pri-
druZena im je pripadna vjerojatnost nastupa, a vremena do kvara i vremena
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do obnove kontinuirane su slu¢ajne veli€ine kojima su pridruzene pripadne
razdiobe vjerojatnosti. Zbog toga su matemati¢ki modeli pouzdanosti i ras-
polozivosti tehni¢kih sustava koji se temelje na ovim dogadajima odnosno
veli¢inama vjerojatnosni i sluze za prediktivnu analizu njihove pouzdanosti i
raspolozivosti tijekom njihovog ostvarivanja kao i pronalazenje odgovaraju-
¢ih tehnickih i drugih rjeSenja za povecavanje ucinkovitosti i ekonomicnosti
njihovog djelovanja.
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2. POLAZNI OPCI POJMOVI

Radi jednoznacnog razumijevanja i tumacenja pojmova relevantnih za
uspostavljanje prediktivnih (prognosti¢kih) matematickih modela pouzda-
nosti i raspolozivosti digitalnih tehni¢kih sustava, u ovom se poglavlju daju
opce definicije i kratka pojasnjenja nekih polaznih pojmova koji se odnose
na podrucje pouzdanosti, obnovljivosti i raspoloZivosti sustava i njihovih sa-
stavnica. Precizne definicije i pojasnjenja ovih i ostalih specifi¢nih pojmova,
u kvalitativnom i kvantitativnom smislu, daju se postupno tijekom izlaganja.

2.1 Tehnicki sustav i komponente

Svaki se tehnicki sustav moze, u najopéenitiiem smislu, tretirati kao
skup medusobno fizicki i/ili funkcijski spregnutih sklopovskih, programskih ili
sklopovsko-programskih sastavnica. U funkcijskom smislu, svaki je tehnicki
sustav karakteriziran obavljanjem definirane integralne funkcije.

Sastavnice tehnickog sustava koje se u fizickom i/ili funkcijskom smislu
tretiraju kao elementarne (nedjeljive) cjeline nazivaju se komponentama
sustava. U funkcijskom smislu, svaka komponenta sustava obavlja defi-
niranu elementarnu funkciju. Koordiniranom interakcijom definiranih ele-
mentarnih funkcija komponenata sustava ostvaruje se definirana integralna
funkcija tehni¢kog sustava. Koordinirane interakcije definiranih elementar-
nih funkcija komponenata sustava ostvaruju se preko medukomponentnih
suéelja. Jednoznacnim definiranjem elementarnih funkcija komponenata i
medukomponentnih sucelja definirana je i najniza razina funkcijskog ra-
zlaganja i funkcijske analize tehnickog sustava.

Definiranjem vanjske fizi€ke i/ili funkcijske granice tehni¢kog sustava
ujedno je definirana fizicka i/ili funkcijska granica izmedu tog sustava i nje-
govog okruzja. Ova granica predstavlja suc€elje izmedu tehni¢kog sustava
i njegovog okruzja. Njime se ostvaruje fizicka i/ili funkcijska interakcija
izmedu sustava i njegovog okruzja.

2.2 Binarne komponente

Ako se komponente nekog tehni¢kog sustava u bilo kojem trenutku ti-
jekom njegovog djelovanja mogu nalaziti u samo jednom od dva moguéa
medusobno iskljuciva stanja, od kojih u jednom imaju sposobnost, a
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u drugom nemaju sposobnost obavljanja definirane elementarne funkcije,
predstavljaju binarne komponente (u daljnjem tekstu: komponente).

Kad komponenta uklju¢ena u djelovanje ima sposobnost i obavlja defi-
niranu elementarnu funkciju, kaZze se da se, s funkcijskog stanovista, nalazi
u radnom stanju. Nasuprot tome, ako komponenta uklju¢ena u djelovanje
nema sposobnost za obavljanje i ne obavlja definiranu elementarnu funkciju
kaze se da se, s funkcijskog stanovi$ta, nalazi u kvarnom stanju.

2.3 Digitalni sustav

U elementarnom smislu, tehni¢ki sustav koji tvori samo jedna kompo-
nenta, predstavlja jednokomponentni tehni€ki sustav. Takav se sustav
moze, u proizvoljnom trenutku tijekom svog djelovanja, nalaziti u samo jed-
nom od dva moguc¢a medusobno isklju€iva funkcijska stanja od koji je jedno
radno, a drugo kvarno, odnosno ima ili nema sposobnost obavljanja defini-
rane integralne funkcije.

Medutim, tehnicki sustav koji tvore najmanje dvije komponente moZe
se u proizvoljnom trenutku tijekom svog djelovanja, ovisno od njegovoj unu-
tarnjoj strukturi i zate€enoj kombinaciji stanja tih komponenata, nalaziti u
najmanje Cetiri medusobno isklju€iva stanja, od kojih u nekima ima, a u neki-
ma nema sposobnost obavljanja definirane funkcije. Buduéi da su ta stanja
diskretna i prebrojiva, takav sustav predstavlja digitalni tehnicki sustav s
binarnim komponentama (u daljnjem tekstu: sustav).

Mogudi broj stanja sustava odreden je brojem komponenata. Ako se s m
oznadi broj komponenata, broj n» mogucih stanja sustava odreden je izrazom

n=2" 2.1

Sve mogucée kombinacije stanja komponenata u kojima sustav ima spo-
sobnost obavljanja definirane integralne funkcije ¢ine skup radnih stanja
sustava, dok preostale kombinacije stanja komponenata u kojima sustav
nema tu sposobnost ¢ine skup kvarnih stanja sustava.

Buduci da su tijekom djelovanja sustava sva moguca stanja tog sustava
medusobno isklju€iva, moguci je broj stanja sustava jednak zbroju svih sta-
nja iz skupa radnih i skupa kvarnih stanja sustava.
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2.4 Nezalihosni i zalihosni sustavi

Nezalihosni je onaj sustav Cija je sposobnost obavljanja definirane in-
tegralne funkcije u proizvoljnom trenutku tijekom njegovog djelovanja uvjeto-
vana sposobno8¢u obavljanja definirane elementarne funkcije svih njegovih
komponenata u tom trenutku.

Zalihosni je onaj sustav koji u proizvoljnom trenutku tijekom svog dje-
lovanja moze imati sposobnost obavljanja definirane integralne funkcije i po-
red toga $to neke (ne bilo koje) njegove komponente nemaju sposobnost
obavljanja definirane elementarne funkcije.

2.5 Odrzavanje i obnavljanje sustava

Odrzavanje sustava predstavlja kombinaciju izvodenja svih tehnickih
i upravljackih aktivnosti, uklju€ujuéi i aktivnosti nadzora, sa svrhom zadrza-
vanja sustava u stanju ili vra¢anja sustava u stanje u kojem ima sposobnost
obavljanja definirane integralne funkcije.

Polazeci od gornje definicije, u osnovi se razlikuju dvije vrste odrzavanja
sustava: preventivno i korektivno.

Preventivho odrzavanje sustava cCini sveukupna aktivnost koja se
izvodi na sustavu u skladu s unaprijed odredenim vremenskim rasporedom
(redovno odrzavanje) ili u skladu s unaprijed utvrdenim kriterijima i tehnic-
kim stanjem komponenata sustava (odrzavanje prema stanju) radi sma-
njenja vjerojatnosti nastupa kvarnog stanja sustava. Izmedu ostalog, svrha
je preventivnog odrzavanja otkrivanje i vra¢anje u radno stanje prikrivenih
kvarnih komponenata zalihosnih sustava.

Korektivno odrzavanje sustava Cini sveukupna aktivnost koja se izvo-
di na sustavu nakon nastupa njegovog kvarnog stanja sa svrhom ponovnog
uspostavljanja njegovog radnog stanja. Pritom se podrazumijeva da se korek-
tivnim odrzavanjem sustav dovodi u stanje ,dobar kao nov”. Pretpostavljajuci
zanemarivo logisti¢ko kasnjenje, korektivno odrzavanje obuhvac¢a samo vri-
jeme potrebno za dijagnosticiranje, lokaliziranje i otklanjanje uzroka kvara te
zavrsnu provjeru funkcijske sposobnosti sustava. Takvo se korektivho odrza-
vanje naziva obnavljanjem sustava.
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2.6 Logisticka podrSka sustava

Opcento, logisticka podrska sustava predstavlja sve, materijalno i ne-
materijalno, Sto je potrebno poduzimati, osiguravati i koristiti za u€inkovitu i
ekonomi¢nu uporabu sustava nakon njegovog uklju€enja u djelovanje. Da bi
se to postiglo, logistiCka se podrska sustava osmisljava i pretezno osigurava
do uklju€enja ili neposredno nakon uklju€enja sustava u djelovanje.

2.7 Pouzdanost sustava

Pouzdanost sustava znacajka je sustava izraZzena vjerojatnosScu da ¢e
sustav imati neprekidnu sposobnost obavljanja definirane integralne funkcije
pod pretpostavljenim radnim uvjetima u zahtijevanom razdoblju. S kvalitativ-
nog gledista, pouzdanost se sustava moze shvatiti kao njegova sposobnost
Sto duljeg besprekidnog zadrzavanja u radnom stanju.

Pojam pouzdanosti odnosi se kako na neobnovljive tako i na obnovlji-
ve sustave. Medutim, treba naglasiti da obnavljanje ne utjeCe na povecanje
pouzdanosti nezalihosnih sustava, ali utje€e na povecanje pouzdanosti zali-
hosnih sustava ako se obnavljanje kvarnih komponenata obavi prije nastupa
kvarnog stanja takvih sustava.

2.8 Obnovljivost sustava

Obnovljivost sustava znacCajka je sustava, njegove logistiCke podrske
i resursa obnavljanja izrazena vjerojatnos¢u da ¢e obnavljanje sustava biti
obavljeno unutar pretpostavljenog vremena uz poznate postupke obnavljanja
i osigurane resurse obnavljanja (naprimjer brojnost i razina osposobljenosti
osoblja za izvodenje obnavljanja, ispitho-mjerna oprema, alati, priCuvni dije-
lovi, potro$ni materijali, radni uvjeti) nakon njegovog uklju€enja u djelovanje.
S kvalitativnog glediSta, obnovljivost se sustava moze smatrati njegovom
sposobnoséu Sto jednostavnijeg i brzeg vraéanja iz kvarnog u radno stanje.

2.9 Raspolozivost sustava

Raspolozivost sustava znacajka je sustava izrazena vjerojatnosc¢u da
¢e sustav imati sposobnost obavljanja definirane integralne funkcije u pretpo-
stavljenom trenutku ili $to dulju sposobnost obavljanja ove funkcije u pretpo-
stavljenom razdoblju tijekom svoje uklju€enosti u djelovanje. S kvalitativhog
stanovista, raspolozivost se sustava moze smatrati njegovom sposobno$c¢u
Sto duljeg boravka u radnom stanju a $to kraéeg boravka u kvarnom stanju
tijekom njegove ukljuCenosti u djelovanje.

16



3. KVAR, VRIJEME DO KVARA | POUZDANOST
KOMPONENTE

U ovom se poglavlju definira pojam kvara i vremena do kvara kompo-
nente kao i veli€ine, i njihovi meduodnosi, koji su relevantni za uspostav-
ljanje i analizu prediktivnog matematickog modela pouzdanosti i srednjeg
vremena do kvara komponente.

3.1 Kvar i vrijeme do kvara komponente

Kvar i vrijeme do kvara komponente polazni su dogadaji, odnosno veli-
¢ine kojima se u kvalitativnom i kvantitativnom smislu opisuju osnovna obi-
liezja komponente tijekom njezinog djelovanja.

3.1.1 Pojam kvara i vremena do kvara komponente

Kvar (engl. failure) komponente trenutacni je slu€ajni dogadaj koji se
ocituje gubitkom sposobnosti komponente za obavljanje definirane elemen-
tarne funkcije.

Vrijeme do kvara (engl. time to failure, TTF) komponente, oznateno
s T,, vrijeme je koje proteCe od trenutka njezinog ukljucenja u djelovanje,
odnosno pocetka obavljanja njezine definirane elementarne funkcije do tre-
nutka nastupa njezinog kvara, odnosno gubitka sposobnosti za obavljanje te
funkcije. Buduéi da kvar komponente moze nastupiti u bilo kojem trenutku i
to slu€ajno, vrijeme do kvara komponente slu¢ajna je veli€ina sa znacajka-
ma nenegativne kontinuirane slu¢ajne varijable.

3.1.2 Razdioba vremena do kvara komponente

Razdioba vremena do kvara (engl. time to failure distribution) kom-
ponente vremenski je ovisna veli€ina, oznaena s F(r), definirana vjero-
jatnosc¢u da je vrijeme do kvara komponente 7, manje ili najviSe jednako
vremenu proteklom od trenutka ¢ = 0, odnosno trenutka kad je ispravna kom-
ponenta ukljuéena u djelovanje (Hgyland i Rausand, 1994). Dakle,

F(t)=P{T, <t} (3.1)
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Osnovne su znacCajke F(r):

(1) 0SF@®)<1 za t20

(2) F(0)=0; limF(t)=1

=00

(38) F(¢) je neopadajuca veli¢ina s rastu¢im vremenom ¢

3.1.3 Gustoca kvara komponente

Gustoca kvara (engl. failure density) komponente vremenski je ovisna
veliina, oznacena s f(¢), definirana grani¢nom vrijedno$¢u omjera vjerojat-
nosti nastupa kvara komponente tijekom vremena At koje se nadovezuje
na vrijeme ¢ proteklo od trenutka =0, odnosno trenutka kad je ispravna
komponenta uklju€ena u djelovanje, i vr.emena At ako ono tezi k nuli. Dakle,

Plt<T, <t+At}

(3.2)
At

10=lin
Osnovne su znacajke f1(¢):
(1) “f(t)ZO za t20
@) [r@de=1

Iz definicijskog izraza za gusto¢u kvara komponente proizlazi da za
neko malo At vrijedi

fOAt=Pt<T, <t+Ar)

Sto znali da f(r)At predstavlja pribliznu vjerojatnost nastupa kvara kom-
ponente tijekom vremena At koje se nadovezuje na vrijeme ¢ proteklo od
trenutka =0, odnosno trenutka kad je ispravna komponenta uklju¢ena u
djelovanje.

3.1.4 Meduodnos razdiobe vremena do kvara i gustoce kvara
komponente

Meduodnos razdiobe vremena do kvara i gustoce kvara komponente
analogan je meduodnosu funkcije razdiobe i funkcije gusto¢e kontinuirane
slu€ajne varijable. Naime, polazeci od definicijskog izraza za gustocu kvara,
dobiva se da je
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£(0)=lim Plt<T, <t+At} i FUHA)=F@) _ . AF ()
Ar—0 At Ar—0 At A0 At
iz Cega proizlazi da je
dF (¢
fo="10 (3.3)
. t
odnosno inverzno
F(t)=[ f (u)du (3.4)
0

3.1.5 Ucestalost kvara komponente

Ucestalost kvara (engl. failure rate) komponente vremenski je ovisna
veli¢ina, oznaCena s A(¢), definirana granicnom vrijedno$¢u omjera vjero-
jatnosti nastupa kvara komponente tijekom vremena At koje se nadovezuje
na vrijeme ¢ proteklo od trenutka ¢ =0, odnosno trenutka uklju€enja ispravne
komponente u djelovanje, i vr.emena Ar ako ono tezi k nuli, pod uvjetom da
se komponenta stalno nalazi u radnom stanju dulje od vremena ¢ (Hgyland i
Rausand, 1994). Dakle,

A0 = lim Pl <T, <t+A(T, >1}

At—0 At (3 5)

Iz ovog izraza proizlazi da za neko malo At vrijedi
M)A = P < T, <t+ AT, > 1}

Sto znali da A(¢)Ar predstavlja pribliznu vjerojatnost nastupa kvara kompo-
nente tijekom vremena Ar koje se nadovezuje na vrijeme ¢ proteklo od trenut-
ka ¢t=0, odnosno trenutka uklju¢enja komponente u djelovanje, pod uvjetom
da se u tom trenutku komponenta nalazi u radnom stanju.

Kvalitativni vremenski dijagram ucestalosti kvara velike populacije sta-
tistiCki identi€nih komponenata, prikazan na slici 3.1, ima karakteristiCni oblik
takozvane ,krivulje kade“. Na dijagramu su vidljiva tri karakteristiCna raz-
doblja tijekom radnog vijeka komponente:

(A) razdoblje s opadaju¢om ucestalos¢u kvara,

(B) razdoblje s konstantnom ucestalo$cu kvara i

(C) razdoblje s rastu¢om ucestalo$c¢u kvara.
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Razdoblje s opadajuéom uéestaloSéu kvara razdoblje je tzv. ,,ranih“
kvarova, odnosno kvarova koji nastaju u po¢etnom razdoblju radnog vijeka
komponente. U tom se razdoblju kvarovi komponente uglavnom pripisuju ne-
dostacima u materijalu i proizvodnom procesu. Ti kvarovi nisu o€ekivani (za
razliku od sistemskih kvarova) i imaju slu€ajnu razdiobu tijekom vremena.

Razdoblje s konstantnom (ili priblizno konstantnom) ucestalosS¢u
kvara razdoblje je kvarova u ,,normalnom“ radnom vijeku komponente.
Kvarovi koji nastaju u tom razdoblju uglavnom se pripisuju trenutaénim slu-
¢ajnim nepozeljnim vanjskim utjecajima na rad komponente.

Razdoblje s rastu¢éom ucestalo$éu kvara razdoblje je tzv. ,,kasnih“
kvarova, odnosno kvarova koji nastaju u zavrSnom razdoblju radnog vijeka
komponente. Kvarovi u tom razdoblju uglavnom se pripisuju starosti, istroSe-
nosti, zamoru materijala itd.

A

0)

AMt) = A = konst.

(4) (B) ©

v

(A) razdoblje ,ranih“ kvarova
(B) razdoblje ,normalnog® radnog vijeka
(C) razdoblje ,kasnih* kvarova

Slika 3.1. StatistiCki kvalitativni vremenski dijagram ucestalosti
kvara komponente

3.1.6 Meduodnos ucestalosti kvara i gustoce kvara komponente

Za odredivanje meduodnosa ucestalosti kvara komponente i gustoce
kvara komponente polazi se od definicijskog izraza za u€estalost kvara kom-
ponente. Uzimajuci u obzir pravilo za uvjetnu vjerojatnost te definicijske izra-
ze za gustoc¢u kvara i razdiobu vremena do kvara kao i njihov meduodnos,
dobiva se da je
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A= fim Pl<Tp <t+ AT, >4} o L P<Te<isad 1 Pl<Tp<i+ar)
A0 At as0At Pl >t} a0 At 1-P{T <t}

iz Cega proizlazi da je

P SAC N ()

iR — (3.6)
I=ro j £ @du

Buduci da je OSJ:f(u) du <1 za svako 0 <t < o, uCestalost kvara kom-
ponente uvijek je veéa od gustoce kvara komponente osim u trenutku =0,
kad su ove dvije veli¢ine medusobno jednake.

3.1.7 Srednje vrijeme do kvara komponente

Polazedi od opéeg pravila za odredivanje srednje vrijednosti kontinuira-
ne sluCajne varijable, srednje vrijeme do kvara (engl. mean time to failure,
MTTF) komponente odredeno je matematickim o€ekivanjem vremena do
kvara komponente, oznagenim s E[T, ], definiranim s

MTTF = E[T, |= th(t)dt (3.7)

3.2 Pouzdanost komponente

Pouzdanost komponente temeljna je veli¢ina kojom se u kvalitativnom i
kvantitativnom smislu opisuje sposobnost komponente da bez kvara obavlja
namijenjenu funkciju tijekom promatranog razdoblja nakon njezinog ukljuce-
nja u djelovanje.

3.2.1 Pojam i osnovne znacCajke pouzdanosti komponente

Pouzdanost (engl. reliability) komponente, u kvantitativnom smislu,
vremenski je ovisna veli€ina, obiéno oznacena s R(#), definirana vjerojat-
nos¢u da je vrijeme do kvara komponente vece od proizvoljno odabranog
vremena ¢ proteklog od trenutka =0, odnosno trenutka uklju¢enja kompo-
nente u djelovanje, pod uvjetom da u tom trenutku komponenta ima spo-
sobnost obavljanja definirane elementarne funkcije (Villemeur, 1992). Dakle,
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R(t)= P{T, >t} (3.8)

Osnovne su znacajke R(z):

(1) 0<SR()<1zatz0

(2) R(O)=1; limR(£) =0

(3) R(2) je nerastuca s rastu¢im vremenom ¢

Za odredivanje meduodnosa pouzdanosti komponente i razdiobe vre-
mena do kvara komponente polazi se od Cinjenice da je

P{T,. <t}+P{T, >t}=1

iz Cega proizlazi da je
P{T, >t}=1-P{T, <t}

Odnosno, polazec¢i od definicijskih izraza za pouzdanost komponente i
razdiobu vremena do kvara komponente, proizlazi da su ove dvije veli€ine
komplementarne, odnosno

R(t)=1-F(t) odnosno F(¢t)=1-R(¢) (3.9

3.2.2 Meduodnos pouzdanosti i u¢estalosti kvara komponente
Polazeci od (3.6) i (3.9), proizlazi da je

dF(t) d[I-R®)]  dR()

A6) = dt  _ dt __ at
R(7) R(t) R(?)
odnosno
RO _ _jtyde
R(t)

Integrirajuci lijevu i desnu stranu jednadzZbe i uzimajuci u obzir da je
R(0)=1, dobiva se da je

lnR(t)=—j-7»(u)du

odnosno konaéno
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7]"/1(1«)du

R(t)=e® (3.10)

Ovim je izrazom iskazan meduodnos pouzdanosti i uestalosti kvara
komponente.

3.2.3 Meduodnos srednjeg vremena do kvara i pouzdanosti
komponente

Uzimajuci u obzir meduodnos gustoce kvara i pouzdanosti komponente,
dobiva se

[ dR() 2
MTTF = ! {— dt}dt = ! 1dR(t)

Uvodenjem supstitucija f =u i dR = dv i primjenom pravila za parcijalnu
integraciju dobiva se

MTTF = [ R(t)dt - [iR(®)];
0
Uvazavajuci Cinjenicu da je
lim[tR(1)]=0
proizlazi da je
MTTF = [R(t)dt G.11)
0
Ovaj izraz omogucava odredivanje srednjeg vremena do kvara kompo-

nente pomocu poznate pouzdanosti komponente.

S druge strane, srednje vrijeme do kvara komponente moze se odredi-
ti i primjenom Laplaceove transformacije funkcije pouzdanosti R(¢). Naime,
Laplaceov transformat funkcije pouzdanosti, oznaden s R’(s), definiran je
izrazom

R'(s)=[R()e™"dt (3.12)
0
Ako se u ovaj izraz uvrsti da je s =0, dobiva se

R*(0)=[R(t)at (3.13)
0
Sto je zapravo izraz za MTTF.
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Ovaj izraz pokazuje da izraz za Laplaceov transformat R*(s) funkcije
pouzdanosti R(¢) daje izraz za srednje vrijeme do kvara komponente MTTF,
ako se u taj izraz uvrsti s =0.

Vazno je napomenuti da izrazi (3.11) i (3.13) vrijede i opéenito, odnosno
za odredivanje srednjeg vremena do kvara bilo kojeg (obnovljivog ili neob-
novljivog) viSekomponentnog sustava, ako je poznata njegova funkcija po-
uzdanosti. Pritom, ako se s R,(¢) oznali pouzdanost, a s MTTF srednje vri-
jeme do kvara promatranog sustava, analogno izrazima (3.11) i (3.13) vrijedi

MTTFy = [ Ry(t)dt (3.14)
odnosno 0
MTTF, = R;(0) (3.15)

Primjer 3.1

Pouzdanost uredaja za strojno rezanje materijala odredena je izrazom

2
t
1-—|, 0<5t<t
R(t):( to} ’

0, t>t,
Treba odrediti u¢estalost kvara A(¢) i srednje vrijeme do kvara uredaja MTTF.
RjesSenje
Ucestalost kvara odredena je op¢im izrazom: A(¢) = /O

R(1)
Bududi da je

_dr) _df o) (e 1) _2(, ¢t
e 1O Bt (s s o (B

proizlazi da je
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Prema izrazu (3.11), srednje vrijeme do kvara uredaja odredeno je
izrazom

f 2
MTTF = j[l—tJ dt
t
0

0

Uz supstituciju l—ti =u= —tldt =du i integriranjem pomoc¢u Newton-
0 0
Leibnizove formule dobiva se da je

MTTF =%°

3.3 Osnovne znac¢ajke komponente s konstantnom
ucestaloséu kvara

Za komponentu s konstantnom ucestalos$c¢u kvara, odnosno komponen-
tu za koju vrijedi
A(t) = A = konst.

proizlazi da za pouzdanost komponente R(?) vrijedi

7j/1(u)du :jﬂ.du
0

R(t)=e" =e -

=e

Dakle, pouzdanost komponente s konstantnom udéestalo$éu kvara A
odredena je izrazom
R(t)=e™ (3.16)

Razdioba vremena do kvara F(¢) komponente oblika je
F(t)=1-R(t)=1-¢™ (3.17)

Ovaj izraz pokazuje da komponenta s konstanthom ucestaloS¢u kvara
ima eksponencijalnu razdiobu vremena do kvara s parametrom jednakim toj
uCestalosti.

Vremenski dijagram pouzdanosti i razdiobe vremena do kvara kompo-
nente s konstantnom ucestalo8¢u kvara prikazan je na slici 3.2.
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ro 4
F(1)

0,6 —

0 1
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 t(;)

Slika 3.2. Vremenski dijagram pouzdanosti i razdiobe vremena do kvara
komponente s konstantnom ucestaloS¢u kvara

Gustoca kvara f(¢) komponente odredena je izrazom

f (t)=%=/le*" (3.18)

Vremenski dijagram ucestalosti kvara i gusto¢e kvara komponente s
konstantnom ucestalo3$c¢u kvara prikazan je na slici 3.3.

/I(t) A

f®

A

MP) = A = konst.

0,8\ —+

0,60 T

0,4\

021

Slika 3.3. Vremenski dijagram ucestalosti kvara i gustoce kvara komponente s
konstantnom ucestaloSc¢u kvara
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Polazec¢i od opceg izraza (3.11), srednje vrijeme do kvara komponente
MTTF odredeno je izrazom

MTTF = J.e_/“dt = % (3.19)
0

Dakle, srednje vrijeme do kvara komponente s konstanthom ucestalo-
§¢u kvara jednako je recipronoj vrijednosti te u€estalosti.

Isti se rezultat dobije polazeci od izraza (3.13). Naime, Laplaceov tran-
sformat funkcije pouzdanosti odreden je izrazom (3.16)

R : T : T 1
R'(s)=[R@)edt =[e ¥ e dt = [e P dr =——

iz Cega proizlazi da je

MTTF = R*(0) =%
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Primjer 3.2

Treba izraCunati pouzdanost neobnovljive komponente za vrijeme od 6
mjeseci proteklo od trenutka njezinog uklju¢enja u djelovanje ako je njezina
uCestalost kvara konstantna i iznosi 1 po godini njezinog djelovanja.

Rjesenje

R(t)=e™

1
A=——=1god™ ;t= ggod =0,5god
god 12

R(0,5)=e""* =0,60653

Primjer 3.3

Treba izraCunati srednje vrijeme do kvara neobnovljive komponente s
konstantnom ucestalo$¢u kvara koja iznosi 2 kvara na 4 godine njezinog
djelovanja.

Rjesenje

MTTF=l
A

2
A===0,5g0d™"
;= 05¢

MTTF = é =2god=17520h

>
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4. OBNOVA, VRIJEME DO OBNOVE |
OBNOVLJIVOST KOMPONENTE

U ovom se poglavlju definira pojam obnove i vi.emena do obnove kom-
ponente kao i veli€ine, i njihovi medudnosi, relevantni za uspostavljanje i
analizu prediktivnog matematickog modela obnovljivosti i srednjeg vremena
do obnove komponente.

4.1 Obnova i vrijeme do obnove komponente

Obnova i vrijeme do obnove komponente polazni su dogadaji, odnosno
veli¢ine kojima se u kvalitativnom i kvantitativnom smislu opisuju osnovna
obiljezja komponente tijekom njezinog obnavljanja.

4.1.1 Pojam obnove i vremena do obnove komponente

Obnova (engl. repair) komponente trenutacni je slu¢ajni dogadaj koji
se ocituje povratom sposobnosti kvarne komponente za obavljanje definira-
ne elementarne funkcije.

Vrijeme do obnove (engl. fime to repair, TTR) komponente, oznaceno
s T, vrijeme je koje proteCe od trenutka ¢ = 0, odnosno trenutka kad zapo-
¢inje obnavljanje kvarne komponente do trenutka nastupa njezine obnove.
Budu¢i da obnova komponente moze nastupiti u bilo kojem trenutku, i to
slu€ajno, vrijeme je do obnove komponente slu€ajna veli€ina sa znaCajkama
nenegativne kontinuirane slu€ajne varijable.

4.1.2 Razdioba vremena do obnove komponente

Razdioba vremena do obnove (engl. time to repair distribution) kom-
ponente vremenski je ovisna veliina, oznatena s G(¢), definirana vjero-
jatnosc¢u da je vrijeme do obnove komponente T, manje ili najvise jednako
vremenu ¢ proteklom od trenutka ¢ = 0, odnosno trenutka kad zapocinje ob-
navljanje kvarne komponente (Henley i Kumamoto, 1981). Dakle,

G(t)=P{T, <t} (4.1
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Osnovne su znacCajke G():
(1) 0<G@)<1 zat=0
(2) G(0)=0; limG(t)=1

(3) G(?) je neopadajuca s rastuéim vremenom ¢

4.1.3 Gustoca obnove komponente

Gustoca obnove (engl. repair density) komponente vremenski je ovi-
sna veli¢ina, oznacena s g(¢), definirana graniénom vrijedno$¢u omijera vje-
rojatnosti nastupa obnove komponente tijekom vremena At koje se nadove-
zuje na vrijeme ¢ proteklo od trenutka ¢ =0, odnosno trenutka kad zapocinje
obnavljanje kvarne komponente, i vremena At ako ono teZi k nuli. Dakle,

<
2(0)= 1im Plt<T, <t+At} (42)
At—0 At
Osnovne su znacajke g(?) :

(1) g()=0 za¢=0

@ [gr=1

Iz definicijskog izraza za gusto¢u obnove komponente proizlazi da za
neko malo At vrijedi

g(OAt =~ P{t < T, <t+ At}

ito znadi da g(r)4t predstavlja pribliznu vjerojatnost nastupa obnove kom-
ponente tijekom vremena A¢ koje se nadovezuje na vrijeme ¢ proteklo
od trenutka =0, odnosno trenutka kad zapocinje obnavljanje kvarne
komponente.

4.1.4 Meduodnos razdiobe vremena do obnove i gustoce obnove
komponente

Izmedu gustoce obnove i razdiobe vremena do obnove komponente
postoji meduodnos analogan odnosu funkcije gustoce i funkcije razdiobe
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kontinuirane sluc€ajne varijable. Naime, polazec¢i od definicijskog izraza za
gustocu obnove komponente, dobiva se

< —
- Plt <T, <t+At} i GUHAD-G(@) _ . AG()

At—0 At Ar—0 At A—0 At

glt)=

iz Cega proizlazi da je

g0 =0 43)
odnosno inverzno
G(t)= _[g(u) du (4.4)

4.1.5 Ucestalost obnove komponente

Ucestalost obnove (engl. repair rate) komponente vremenski je ovi-
sna veli¢ina, obi¢no oznacena s(?), definirana grani¢énom vrijedno$¢u omje-
ra vjerojatnosti nastupa obnove komponente tijekom vremena At koje se
nadovezuje na vrijeme ¢ proteklo od trenutka ¢ =0, odnosno trenutka kad
zapocinje obnavljanje kvarne komponente, i vremena A¢ ako ono tezi k nuli,
pod uvjetom da tijekom Citavog vremena ¢ komponenta jo$ nije obnovljena
(Henley i Kumamoto, 1981). Dakle,

4(0)=lim Pl <T, <t+AdT, >t}

At—0 At (45)

Iz ovog izraza proizlazi da za neko malo Af vrijedi
H(DAL = Pl < Ty <1+ [T, > 1}

Sto znali da u(¢)At predstavlja pribliznu vjerojatnost nastupa obnove kom-
ponente tijekom vremena Ar koje se nadovezuje na vrijeme ¢ proteklo od
trenutka =0, odnosno trenutka kad zapoc€inje obnavljanje kvarne kom-
ponente, pod uvjetom da tijekom &itavog vremena ¢ komponenta jo$ nije
obnovljena.

4.1.6 Meduodnos ucestalosti obnove i gusto¢e obnove komponente

Za odredivanje meduodnosa ucestalosti obnove i gusto¢e obnove pola-
zi se od definicijskog izraza za u€estalost obnove. Uzimajuéi u obzir pravilo
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za uvjetnu vjerojatnost te definicijske izraze za gustoCu obnove komponente
i razdiobu vremena do obnove komponente kao i njihov meduodnos dobiva
se daje
Py<T,<t+AlT, >t <
o) tim DT T}y L PU<Tistear
At—=0 At A0 At P{TR > t}

1 Plt<T, <t+At}
=m --———-7-
a0 At 1-P{T, <t}

iz Cega proizlazi da je

1—j 2(u) du

Buduéi da je Oﬁj;g(u)du <1 za svako 0 <t <, uCestalost je obnove
komponente uvijek vec¢a od gustoée obnove komponente, osim u trenutku
t =0, kad su ove veli€¢ine medusobno jednake.

4.1.7 Srednje vrileme do obnove komponente

Polazedi od opceg pravila za odredivanje srednje vrijednosti kontinuira-
ne sluc¢ajne varijable, srednje vrijeme do obnove (engl. mean time to repa-
ir, MTTR) komponente odredeno je matemati¢kim o€ekivanjem vremena do
obnove komponente, oznaéenim s E[T, |, definiranim s

MTTR = E[T;]= Ttg(t)dt 4.7)

4.2 Obnovljivost komponente

Obnovljivost komponente temeljna je veli€ina kojom se u kvalitativhom
i kvantitativnom smislu opisuje sposobnost komponente (i primijenjene logi-
sticke podrske) da se obnavljanje komponente obavi tijekom promatranog
razdoblja.

4.2.1 Pojam i osnovne znacajke obnovijivosti komponente

Obnoviljivost (engl. repairability) komponente u kvantitativnom je smi-
slu vremenski ovisna veli¢ina, oznatena s M(t), definirana vjerojatno$éu da
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je vrijeme do obnove komponente najviSe jednako proizvoljno odabranom
vremenu ¢ proteklom od trenutka ¢ =0, odnosno trenutka kad zapocinje ob-
navljanje kvarne komponente (Villemeur, 1992). Dakle,

M(t)=P{T, <t} (4.8)
Osnovne su znaCajke M (¢):
(1) osMm@)<1zat>0
(2) M(0)=0; limM(r)=1
(3) M() je neopadajuca s rastuéim vremenom ¢

Definicijski izraz za obnovljivost komponente i njezine osnovne znacaj-
ke pokazuju da je obnovljivost komponente, kao vremenski ovisna funkcija,
identi€na funkciji razdiobe vremena do obnove komponente. Dakle,

M@)=G(@) 4.9)

4.2.2 Meduodnos obnovijivosti i u¢estalosti obnove komponente

Polazeci od (4.6) i (4.9), proizlazi da je

e (N1(0)
,u(t): dt _ __ dt
1-M() 1-M()
odnosno
dli-M@®]_
M Ao

Integrirajudi lijevu i desnu stranu, uz uzimanje u obzir da je M(0)=0,
dobiva se da je

Infl-M(1)]= -j w(u)du

odnosno konac¢no .
—[ p(u)du

M()=1-¢ (4.10)

Ovim je izrazom iskazan meduodnos obnovljivosti i u¢estalosti obnove
komponente.
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4.2.3 Meduodnos srednjeg vremena do obnove i obnovijivosti
komponente

Polazedi od (4.7), dobiva se da je

_dllI-M©®)]

MTTR:TZ[ 7
0

}dt = —Tzd[l - M(0)]

Uvodenjem supstitucija t=u i d[l—M(t)]:dv i primjenom pravila za par-
cijalnu integraciju dobiva se

MTTR = T[l —~M @)= {[1-M O]}

Uvazavajuci Cinjenicu da je

lime1-M @#)]=0
proizlazi da je
MTTR = [[1-M (1)t (4.11)
0

Ovaj izraz omogucava odredivanje srednjeg vremena do obnove kom-
ponente pomocu poznate obnovljivosti komponente.

4.3 Osnovne znacCajke komponente s konstantnom
ucestalo$¢éu obnove

Za komponentu s konstantnom ucestalo$¢u obnove, odnosno kompo-
nentu za koju vrijedi

U(t) = 1 = konst.

proizlazi da za obnovljivost komponente A (¢) vrijedi

- uwydu |
M@)=1-e" =l-e°

=l-e*

Dakle, obnovljivost komponente s konstantnom ucestalo$¢éu obnove u
odredena je izrazom
M@)=1-e™* (4.12)
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§to je ujedno i razdioba vremena do obnove G(r). Ovaj izraz pokazuje da
komponenta s konstantnom ucestaloS¢u obnove ima eksponencijalnu razdi-
obu vremena do obnove s parametrom jedakim toj uCestalosti.

Vremenski dijagram funkcije obnovljivosti, odnosno razdiobe vremena
do obnove komponente s konstantnom ucestalo$¢u obnove, prikazan je na
slici 4.1.

A
M(1)

G(»

0,8 +

06 1 M) = G()

Slika 4.1. Vremenski dijagram obnovljivosti (razdiobe vremena do obnove)
komponente s konstantnom u€estalo$¢u obnove

Gustoéa obnove g(f) komponente s konstantnom udéestalo$¢u kvara
odredena je izrazom

_AM©O)

g 7

(4.13)

Vremenski dijagram ucestalosti obnove i gustoce obnove komponente s
konstantnom uéestaloS¢u obnove prikazan je na slici 4. 2.
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A
u(®)

£0) u(t) = u = konst.

0,8u

0,64 —+

0,4u

0,2u T

Slika 4.2. Vremenski dijagram ucestalosti obnove i gusto¢e obnove komponente s
konstantnom ucestalo$¢éu obnove

Polazeéi od opceg izraza za njegovo odredivanje, srednje vrijeme do
obnove MTTR komponente jest

MTTR = T[I—M(t)]dt - T[l —(i—e it = %

Dakle,

MTTR = l (4.14)
Y7

Prema tome, srednje vrileme do obnove komponente s konstantnom
ucestaloS¢u obnove jednako je recipro¢noj vrijednosti te u€estalosti.
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5. POUZDANOST NEOBNOVLJIVIH SUSTAVA

U ovom se poglavlju preciznije definira pojam pouzdanosti viSekompo-
nentnih neobnovljivih sustava i predstavlja pristup uspostavljanju prediktiv-
nog matemati¢kog modela pouzdanosti neobnovljivih sustava s medusobno
neovisnim komponentama, koristeci blok dijagram pouzdanosti, kao i pristup
uspostavljanju Markovljevog modela pouzdanosti neobnovljivih sustava s
medusobno ovisnim komponentama. Takoder se odreduju i izrazi za srednje
vrijeme do kvara promatranih sustava.

5.1 Pojam pouzdanosti sustava

Analogno pouzdanosti komponente, pouzdanost sustava veliina je
iskazana funkcijom R, (#) definirana vjerojatnos¢u da je vrijeme do kvara su-
stava vece od proizvoljno odabranog vremena { proteklog od trenutka ¢ =0,
kad sustav zapocinje s djelovanjem, uz uvjet da su u tom trenutku sve njego-
ve komponente ispravne, odnosno imaju sposobnost obavljanja definirane
elementarne funkcije (Villemeur, 1992). Funkcija R,(¢) zapravo je matema-
ticki model pouzdanosti sustava. Uspostavljanje modela pouzdanosti ne-
kog sloZenijeg sustava temelji se na poznavanju pouzdanosti komponenata
sustava i strukture sustava.

Pri modeliranju pouzdanosti sustava pretpostavit ¢e se da se kom-
ponente sustava nalaze u razdoblju ,normalnog® radnog vijeka, kad imaju
konstatnu ucestalost kvara, odnosno eksponencijalnu razdiobu vremena do
kvara. Nadalje, kod zalihosnih sustava presutno se pretpostavlja da se kom-
ponente u trenutku nastupa kvara trenutacno uklanjaju iz sustava kako ne
bi ometale rad zalihosnih komponenata, koje preuzimaju funkciju kvarnih
komponenata.

5.2 Pouzdanost sustava s medusobno neovisnim
komponentama

Sustavi s medusobno neovisnim komponentama sustavi su kod ko-
jih promjena ulestalosti kvara bilo koje od komponenenata ne uzrokuje pro-
mjenu ucestalosti kvara bilo koje druge komponente tog sustava.

Pri odredivanju pouzdanosti neobnovljivog sustava s medusobno neo-
visnim komponentama, kao prikladno pomo¢no sredstvo konstruira se blok
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dijagram pouzdanosti (engl. reliability block diagram, RBD) sustava. RBD
sustava sastoji se od skupa orijentiranih grana, pri ¢emu svaka grana sa-
drzi samo jednu komponentu tog sustava.

Skup medusobno serijski povezanih orijentiranih grana RBD sustava,
od ulaza do izlaza sustava, Cini orijentiranu stazu sustava.

Cvoriste RBD sustava &ini mjesto u kojem su medusobno povezane
najmanje dvije grane RBD sustava.

5.2.1 Sustav serijske strukture

Sustav serijske strukture viSekomponentni je sustav Cije je radno sta-
nje uvjetovano radnim stanjem svih njegovih komponenata (Lewis, 1987).
Pouzdanost sustava takve strukture svojstvena je nezalihosnim sustavima
jer je za kvar takvog sustava dovoljan kvar samo jedne (bilo koje) njegove
komponente.

Neka se, primjerice, pretpostavi n-komponentni sustav serijske strukture.
RBD takvog sustava prikazan je na slici 5.1.

o E, E, b—------ E, o

Slika 5.1. RBD n-komponentnog sustava serijske strukture

Za odredivanje pouzdanosti sustava, neka se s ¢; oznaci dogadaj da se
komponenta E; stalno nalazi u radnom stanju u razdoblju (0,t]. Vjerojatnost

tog dogadaja zapravo predstavlja zapravo pouzdanost R,(#) komponente £,
odnosho

Ple}=PiT, > 1}=R (1) (5.1

Sustav je stalno u radnom stanju u razdoblju (0,£] samo kad se sve
komponente sustava u tom razdoblju stalno nalaze u radnom stanju. Prema
tome, pouzdanost sustava odredena je vjerojatnoS¢u presjeka dogadaja
€l ,eeneny e,, odnosno

no

Ry(t)=Ple,N....ne (5.2)
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time i dogadaja e,,.....,e,, slijedi da je

R,(t)=Ple}-....- Ple,} (5.3)
odnosno
Ry()=R,(t)-....- R (¢) (5.4)
ili skraceno
RO=TTRO 53)

Uz pretpostavku da sve komponente imaju konstantnu u€estalost kvara,
zbog Cega je

R(t)=e™ zasvako i=12,...n (5.6)

iz izraza (5.5) proizlazi da je
12
Ry()=e \" (5.7)

U ovom izrazu zbroj uCestalosti kvarova komponenata zapravo pred-
stavlja ugestalost kvara sustava, oznagenu s 4s. Dakle,

n

As =2 % (5.8)
i=1
Dakle, uCestalost kvara sustava serijske strukture s medusobno neovi-
snim komponenatama jednaka je zbroju uCestalosti kvara svih komponenata
tog sustava.

Primjer 5.1

Sustav je sastavljen od dvije neovisne komponente povezane u serijsku
konfiguraciju. Ucestalost kvara prve komponente je 0,002 h'!, a druge kompo-
nente 0,004 h''. Treba izraCunati pouzdanost sustava za 50 sati rada.

Rjesenje
A, =0,002h"
L, =0,004h"

Prema izrazu (5.7), za n =2 dobiva se:

R.y (Z) — e*(kﬁ?xz)-l — e—(0‘002+0‘004)50 — 0,74082
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Polazedéi od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara takvog susta-
va, oznateno s MTTF , odredeno je izrazom

1

>4

i=1

MTTF, =

(5.9)

Neka se sad, u ilustrativhe svrhe, pretpostavi n-komponentni sustav
¢ije komponente imaju konstantne i jednake ucestalosti kvara A. Polazec¢i od
izraza (5.7), izraz za pouzdanost takvog sustava oblika je

R (t)=e " (5.10)

Dijagram pouzdanosti takvog sustava s brojem komponenata n kao
parametrom prikazan je na slici 5.2.

Slika 5.2. Dijagrami pouzdanosti sustava serijske strukture s komponentama
konstantne i jednake ucestalosti kvara

5.2.2 Sustav paralelne strukture

Sustav paralelne strukture viSekomponentni je sustav za Cije je radno
stanje dovoljno radno stanje samo jedne (bilo koje) njegove komponente
(Lewis, 1987). Stoga, takav je sustav u kvarnom stanju samo kad se sve
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njegove komponente nalaze u kvarnom stanju. Pouzdanost sustava takve
strukture svojstvena je zalihosnim sustavima.

Neka se najprije razmatra dvokomponentni sustav paralelne strukture s
komponentama E, i E,. RBD takvog sustava prikazan je na slici 5.3.

E,

E,

Slika 5.3. RBD dvokomponentnog sustava paralelne strukture

Da bi se sustav stalno nalazio u radnom stanju u razdoblju (0,7] dovoljno
je da se barem jedna od dviju komponenata sustava stalno nalazi u radnom
stanju u tom razdoblju. Drugim rije€ima, pouzdanost sustava odredena je
vjerojatnoS¢u unije dogadaja ¢, i e, . Dakle,

Ry(t)= P{e1 U ez}z P{el}-i- P{ez}— P{e1 r\ez} (5.11)

Polazeci od pretpostavke da su komponente medusobno neovisne, pro-

izlazi da je

Ry(1) = Ple, }+ Ple, }— Ple }- Ple, } (5.12)
odnosno

Rs() = R\(1) + R, (1) = R (R, (1) (5.13)
Ako su poznate konstantne ucestalosti kvara komponenata, odnosno
4 i 4, pouzdanost je promatranog sustava odredena izrazom
Ry(t) = e e — g Vi) (5.14)

Polazecéi od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava odre-
deno je izrazom

11 1
7+7_
A b Atd

MTTF, = (5.15)
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Buduci da u promatranom sustavu obje komponente istovremeno obav-
ljaju zahtijevanu integralnu funkciju sustava, razumno je pretpostaviti jedna-
kost pouzdanosti ovih komponenata, odnosno R,(t) = R,(¢) = R(¢). Tada izraz
(5.13) poprima oblik

Ry(t) =2R(1)— R*(¢) (5.16)

Ako pritom obje komponente imaju konstantne i jednake ucestalosti
kvara A, pouzdanost sustava odredena je izrazom

Ry(t)=2e" —e* (5.17)
Polazeci od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava odre-
deno je izrazom
2 1 _31_3

MITF, =% - — =~ = > MTTF 5.18
ST 20 24 2 (5-18)

pri emu je MTTF srednje vrijeme do kvara svake komponente sustava.

Primjer 5.2

Sustav je sastavljen od dvije neovisne komponente povezane u pa-
ralelnu konfiguraciju. UCestalosti kvara komponenata jednake su i iznose
0,002 h''. Treba izraCunati pouzdanost sustava za 60 sati rada i srednje vrije-
me do kvara sustava.

Rjesenje
A, =X, =A=0,002h"
t=60h

Prema izrazu (5.17.), mozZe se izraCunati
Rs(t) — 26—0,002-60 _ e—2-0,002-60 — 0,98717
Primjenom izraza (5.18.), srednje vrijeme do kvara sustava iznosi

MTTF:é-;h=750h
2 0,002

>

Neka se sad pretpostavi n-komponentni sustav paralelne strukture.
RBD takvog sustava prikazan je na slici 5.4.

42



E,

E,

E,

Slika 5.4. RBD n-komponentnog sustava paralelne strukture

Promatrani sustav posjeduje n staza, a isto toliko i grana odnosno kom-
ponenata. Sve komponente istovremeno obavljaju zahtijevanu integralnu
funkciju sustava. Zbog toga je dovoljno da samo jedna, bilo koja, od kom-
ponenta obavlja svoju funkciju pa da sustav obavlja zahtijevanu funkciju.
Polazec¢i od ove Cinjenice, pouzdanost sustava R,(r), koja je definirana
vjerojatnoS¢u da ¢e sustav stalno obavljati zahtijevanu funkciju tijekom raz-
doblja (0,z], odredena je vjerojatnoS¢u unije dogadaja e, e,.......e, Koji pred-
stavljaju radno stanje svake od komponenata E,, £, E,. Dakle,

Ry(t)=Ple,Ue, U....Ue, } (5.19)

Pri odredivanju izraza za pouzdanost takvog sustava polazi se od izra-
za za njegovu nepouzdanost oznaenogu s O (¢), koji predstavlja komple-
ment izraza za pouzdanost, odnosno

Os(1) =1-Ry(1) (5.20)

Polazeci od toga, nepouzdanost sustava Os(?) definirana je vjerojatno-
§¢u da je sustav stalno u kvarnom stanju tijekom razdoblja (0,t]. To je mo-
guce samo ako se u tom razdoblju sve komponente sustava stalno nalaze
u kvarnom stanju. Ako se s O,(¢) oznaci dogadaj u kojem se u razdoblju (0,t]
komponenta E; stalno nalazi u kvarnom stanju, odnosno stanju e, O,(r)
jednaka je vjerojatnosti presjeka dogadaja e, e,,.....,e,. Dakle,

Os(t)=Ple, ne,N....ne (5.21)

Buduéi da su komponente medusobno neovisne, vjerojatnost presjeka
dogadaja e,e,,......e, jednaka je umnosku vjerojatnosti svih ovih dogadaja.
Dakle,

Os(t) = Ple,}- Ple, -+ Ple, } (5.22)
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Buduc¢i da su komponente s funkcijskog stanovista binarne, odnosno
mogu se nalaziti u radnom ili u kvarnom stanju, vjerojatnost je kvarnog stanja
svake komponente komplementarna vjerojatnosti njezinog radnog stanja.
Stoga je

0s() =[1-Plel1-Ple,J]--[1-Ple, ]l (5.23)

Bududi da vjerojatnost radnog stanja svake komponente tijekom &itavog
razdoblja (0,7] zapravo predstavlja njezinu pouzdanost, gornji izraz prelazi u
oblik

Os(t) =[1-R®OI1-R,®)]-[1-R, ()] (5.24)

Ako se to uzme u obazir, iz izraza (5.20) proizlazi da je pouzdanost pro-
matranog sustava, izrazena pomocu pouzdanosti njegovih komponenata,
odredena izrazom

Ry(t)=1- [I=-ROII-R,®)] - [1-R, 0] (5.25)
odnosno, pisano krace

Ryt =1-T[1-R,1)] (5.26)

Uz pretpostavku da sve komponente imaju konstantnu u€estalost kvara,
zbog Cega je
R(t)=e™ zasvako i=12,...,n

izraz (5.26) prelazi u oblik
Ry =1-TJ(1-¢*) (5.27)

=1
Pretpostavi li se da su sve komponente jednake pouzdanosti, odnosno
ako je R (¢)=R(t)za svako i =12,....,n, izraz (5.26) prelazi u oblik

Ry(t)=1-[1-R@)]' (5.28)

Ako se jo$ pretpostavi da su sve komponente konstantne i jednake
uCestalosti kvara 4 , tada izraz (5.27) prelazi u oblik

Ry(t)=1-(1-¢™) (5.29)
a polazeci od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava odrede-
no je izrazom

MTTF :(1+;+ ..... +1)%: (1+;+ ----- +1JMTTF (5.30)
n n
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pri¢emu je MTTF srednje vrijeme do kvara svake komponente promatranog
sustava.

Na slici 5.5. prikazani su dijagrami pouzdanosti ¢etverokomponentnog
sustava paralelne strukture s komponentama konstantne i jednake ucesta-
losti kvara.

Slika 5.5. Dijagrami pouzdanosti sustava paralelne strukture s komponentama
konstantne i jednake ucestalosti kvara

5.2.3 Sustav k-od-n strukture

ViSekomponentni je sustav k-od-n strukture ako se sastoji od » identi¢-
nih neovisnih komponenata pri ¢emu je dovoljno da se barem njih k£ (k <n)
nalazi u radnom stanju pa da se i sustav nalazi u radnom stanju (Birolini,
1999). Stoga, ako je dovoljno da se barem &k od ukupno n komponenata
sustava nalazi u radnom stanju tijekom ¢&itavog razdoblja (0,7] pa da i su-
stav bude u tom razdoblju u radnom stanju, sustav ¢e biti u tom stanju ako

se u tom razdoblju u radnom stanju nalazi & ili &+1 ili £+2 ili ..... ili n-1ili n
komponenata. Vjerojatnost tog dogadaja, koja zapravo predstavlja pouzda-
nost sustava Ry(?), jednaka je zbroju vjerojatnostida se &, k+1, ..... , n—1,

n komponenata nalazi u radnom stanju. Buduéi da je vjerojatnost da se od
n identiénih komponenata £ komponenata nalazi u radnom stanju jednaka
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n k 1 n—k
‘ (1-p)

ny n nh-1)--(n-k+1)
k) K-k k!

pri Eemu je

a p predstavlja vjerojatnost neprekidnog radnog stanja svake komponente
sustava u razdoblju (0, ¢], 5to je zapravo pouzdanost R(¢) svake komponen-
te, pouzdanost sustava odredena je izrazom

Ry(t) = i(?}(z)/‘h ~R(]"™ (5.31)

U ovom se izrazu R, (f) moze interpretirati kao vjerojatnost nastupa naj-
manje k povoljnih ishoda s vjerojatno$éu p = R(?) u n Bernoulijevih pokusaja.
Uz pretpostavku da sve komponente imaju konstantnu i jednaku ucestalost
kvara A, pouzdanost sustava odredena je izrazom

Ry(t) = ZU }ﬂ' (1—e ™y~ (5.32)

Neka se, primjerice, razmatra sustav 2-od-4 strukture, odnosno sustav
koji tvore Cetiri identi¢ne neovisne komponente s konstantnom ucestalo$¢u
kvara 4 , pri éemu najmanje dvije komponente, bilo koje, moraju biti u rad-
nom stanju tijekom ¢itavog razdoblja (0,¢ ] da bi sustav u tom razdoblju bio
stalno u radnom stanju. Vjerojatnost tog dogadaja, koja zapravo predstavlja
pouzdanost tog sustava, odredena je izrazom

Rs(1)= i[j }% (-] =
R

- (j }‘“’ (=)™

odnosno nakon algebarskog uredenja

Ry(t) = 67" —8e " + 3¢~ (5.34)
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Na slici 5.6. prikazani su vremenski dijagrami pouzdanosti sustava k-od-
4 strukture, za k=1, 2, 3, 4, s komponentama konstantne i jednake ucesta-
losti kvara.

A
Rs(®)

1
0,8
0,6
0,4

0,2

T i T i i f T i f T >

05 1 15 2 25 3 35 4 45 st(l>

A

Slika 5.6. Vremenski dijagrami pouzdanosti sustava k-od-4 strukture s
komponentama konstantne i jednake ucestalosti kvara

Iz dijagrama prikazanih na slici 5.6 vidljivo je, a $to se moze i analiticki
dokazati, da je pouzdanost sustava 4-od-4 strukture jednaka pouzdanosti
sustava serijske strukture sa 4 komponente, a pouzdanost sustava 1-od-4
strukture jednaka pouzdanosti sustava paralelne strukture s 4 komponente
konstantnih i jednakih uc¢estalosti kvara.

Polazecéi od opéeg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara takvog susta-
va odredeno je izrazom

mrrp, -0 8,3 1B1_13
2 34 42 122 12

MTTF (5.35)

pri Cemu je MTTF srednje vrijeme do kvara svake komponente promatranog
sustava.
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5.2.4 Sustav serijsko-paralelne strukture

Pouzdanost sustava serijsko-paralelne strukture moze se odrediti po-
stupnim uporabom pristupa za odredivanje pouzdanosti sustava serijske i
paralelne strukture (Lewis, 1987). Za ilustraciju tog pristupa neka se odredi
pouzdanost ¢etverokomponentnog sustava serijsko-paralelne strukture diji je
RBD prikazan na slici 5.7.

E,

> Es P E

Slika 5.7. Primjer RBD ¢etverokomponentnog
sustava serijsko/paralelne strukture

Ako se s ¢€;.e;.¢e; | ¢, oznaCe dogadaji da ¢e odnosne neovisne kom-
ponente £, E,, E, i E, biti u radnom stanju tijekom Citavog razdoblja (0,],
polazni je izraz za odredivanje pouzdanosti sustava R(¢) oblika

Ry(t) = Ple,n[e, Ule, e, )} (5.36)

Pretpostavljaju¢i da su dogadaji e;,e,,e; i e, medusobno neovisni, pret-
hodni izraz poprima oblik

Ry (1) :P{el}'P{ez U(es ﬁe4)}=P{el}-[P{ez}+P{e3 ﬁe4}—P{ez}-P{e3 ﬂe4}]:
:P{el}~[P{ez}+P{e3}-P{e4}—P{ez}-P{e3}-P{e4}]:

= Ple,}- Ple, }+ Ple,}- Ple,} Ple,}— Ple,}- Ple,} Ples} Ple,} (5.37)

Buduéi da je Ple,}=R.(r) za svako i = 1, 2, 3, 4, odnosno buduci da je
vjerojatnost da je i-ta komponenta u radnom stanju tijekom &itavog razdoblja
(O,t] zapravo pouzdanost te komponente R.(¢) , iz prethodnog izraza pro-
izlazi da je

R (1) = R (DR, (1) + R (DR (DR, () = R (DR, (DR, (DR, (1) (5.38)

Imaju li komponente E,,E,, E;, E, konstantne uCestalosti kvara, redom
A4, A4, A, , @ pouzdanost i-te komponente sustava odredena je izrazom
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) ..
R(t)=e™ pouzdanost sustava odredena je izrazom
Ry () = el g o stdid _ p-(hshssdcl (5.39)

Polazeéi od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava
MTTF odredeno je izrazom

MITFy = — 1 ! (5.40)
L A Y N N Y Y ¥}

5.2.5 Sustavi sa zalihos¢u

Postoje dvije karakteristiCne strukture zalihosnih sustava: jednu karak-
terizira zalihost na razini svake komponente, a drugu zalihost na razini cje-
lokupnog sustava.

5.2.5.1 Sustav sa zalihoSéu niske razine

Sustav sa zaliho$c¢u niske razine sustav je takve strukture kod koje je
zalihost izvedena na razini svake komponente sustava.

Neka se pretpostavi dvokomponentni sustav serijske strukture, pri Cemu
se svaka komponenta nalazi u paralelnoj vezi s jednom zalihosnom kompo-
nentom. Za tako strukturiran sustav obi¢no se kaZe da je to dvokomponentni
sustav s jednostrukom zaliho8¢u niske razine (Birolini, 1999). RBD sustava
takve strukture prikazan je na slici 5.8.

E11 EZI

E Es

Slika 5.8. RBD dvokomponentnog sustava s jednostrukom
zalihoS¢u niske razine
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Polazedéi od danih pretpostavki, pouzdanost promatranog sustava
odredena je opc¢im izrazom

Rs(1) = P{(ell Uelz)m(eﬂ Uezz)}: P{ell Uelz}'P{ezl U822}=

=[P{e“}+P{elz} {ellmeIZ}] [ lea }+ Ples, - P{eZImeZZ}]

= [P{ell}+P{eIZ}_P{ell} P{elz}] [P 621}+P{622} {ezl} {ezz}]
:P{ell}'P{ezl}+P{€12} P{em} P{el]} P{elz}'P{ezl}+P{ell} P{ezz} (5.41)
P{elz}'P{ezz} {en} P{el2} {ezz} {en}'P{ezl}'P{ezz}_

P{elz}'P{en} {ezz} P{en} {elz} {621} P{ezz}

uvrstenjem P{e”}:R”(t), P{elz}:RIZ(t)! P{ezl}:Rzl(t) i P{ezz}:Rzz(t)
dobiva se
Ro(t) = R (DR, (1) + Ry(DR, () + R (DR, (1) + R, (DR, (1) -

_Rll(t)Rlz([)Rzl(t)_ Rll(t)RIZ(t)Rzz(t)_ Rll(t)RZI(t)RZZ([)_ (5.42)
- 12(1)R21(t)R22(t)+Rll(t)Rlz(t)Rm(t)Rzz(t)

Ako komponente E,, i E,,, kao i komponente E,, i E,,, imaju jednaku
pouzdanost, odnosno ako je R (1) = R,(t) =R (¢) a R,,(t) = R,,(t) = R,(¢), pouzda-
nost promatranog sustava odredena je izrazom

Ry (1) = [R (DR, ()] =2R’(t)R, (1)~ 2R ()R, (1) + 4R ()R, () (5.43)

Ako su ucestalosti kvara takvih komponenata konstantne, odnosno
AW)=4 i 4L(1)=4,, zbog Cega je R ()= @ R,(t) = ¢ *', pouzdanost pro-
matranog sustava odredena je izrazom

Ry (l) — 8*2(41”2» _ 28*(241”2)’ _ 2*(41+24¢)t + 46*(&”2 ) (5.44)

Polazedéi od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava odre-
deno je izrazom
9 2 2

20 +4) 24 +h A2

MTTFg = (5.45)

Opcenito, neka se pretpostavi n-komponentni sustav serijske strukture
s (p-1)-strukom zaliho$¢u niske razine. RBD takvog sustava prikazan je na
slici 5.9.
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Ell EZI En]
E12 EZ.'Z EHZ

o>—¢ — ¢+ — s+ - o
Ey, Ey, E,

Slika 5.9. RBD n-komponentnog sustava serijske strukture s (p-1)-strukom
zalihoS¢u niske razine

Opéi je izraz za pouzdanost takvog sustava oblika

Ry(1) = H[l “I10-%, (t)]:| (5.46)

i1

5.2.5.2 Sustav sa zalihoscéu visoke razine

Sustav sa zalihoS¢u visoke razine sustav je takve strukture kod koje
je zalihost izvedena na razini Citavog sustava.

Neka se pretpostavi dvokomponentni sustav serijske strukture koji je
paralelno strukturiran s istim takvim sustavom. Za tako strukturiran cjeloku-
pni sustav kaze se da je to dvokomponentni sustav s jednostrukom zaliho-
$¢u visoke razine (Birolini, 1999). RBD tog sustava prikazan je na slici 5.10.

Ell EZl

Ep Ey

Slika 5.10. RBD dvokomponentnog sustava s jednostrukom
zalihoS¢u visoke razine

Polazeci od danih pretpostavki, pouzdanost promatranog sustava odre-
dena je opcim izrazom
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Rs(t)ZP{(enmezl)u(elzmezz)}ZP{enmeZI}‘*’P{elzmezz}_P{enmem}'P{elzmezz}:
P{el }'P{eZI}"'P{elz}'P{ezz}_P{el }'P{ez }'P{el }'P{ezz} (5.47)

Nakon uvrétenja Ple,,} =R, ,(t), Ple,}=R,(1), Ple,}=Ry(0) i
Ple,,} = R,,(?) i algebarskog uredenja dobiva se

Ry (6) = R\(OR, (1) + R, (1) Ry (1) = R (DR, (DR, (1) Ry (1) (5.48)

Nadalje, ako komponente E,, i E,, odnosno E,,i E,, imaju jednaku po-
uzdanost, odnosno ako je R ,(¢) = R,,(¢) = R,(t), odnosno R, (t) =R,,(t) = R,(t),
pouzdanost promatranog sustava odredena je izrazom

Ry(t)=2R ()R, ()[R ()R, (D] (5.49)

Ako su ucestalosti kvara takvih komponenata konstantne, odno-
sno ako je A(t)=4 i A4()=4,, zbog Cega je R()=e™ a R,(1)=e™,
pouzdanost promatranog sustava odredena je izrazom

Ry (1) = 2e k)l _ g2he ek (5.50)

Polazedéi od opéeg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava odre-

deno je izrazom
3

A4 +4)
Opcenito, neka se pretpostavi n-komponentni sustav serijske strukture s
(p-1)-strukom zalihoScu visoke razine. RBD takvog sustava prikazan je na slici 5.11.

MTTF, = (5.51)

Ey Ey T E,
Epy Ey Tt Enp

O O
EI/; Ez,; Tt Enp

Slika 5.11. RBD n-komponentnog sustava serijske strukture s (p-1)-strukom
zalihoSc¢u visoke razine
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Opdi je izraz za pouzdanost takvog sustava oblika
P n
R.(1) =1-H[1-HR5 (t)] (5.52)
i=1 j=1

5.2.5.3 Meduodnos pouzdanosti sustava sa zalihoScu niske i
visoke razine

Neka se sad usporedi pouzdanost dvokomponentnog sustava s jedno-
strukom zaliho$¢u niske razine s pouzdano$¢éu odnosnog dvokomponentnog
sustava s jednostrukom zalihoS¢u visoke razine. Pritom, neka se pretpostavi
da odnosne komponente u oba sustava imaju jednake pouzdanosti.

Pokazalo se da je pouzdanost dvokomponentnog sustava s jednostru-
kom zaliho$¢u niske razine odredena op¢im izrazom (5.43), a pouzdanost
dvokomponentnog sustava s jednostrukom zaliho$¢u visoke razine opéim
izrazom (5.49).

Ako se zbog jednostavnosti pretpostavi da sve komponente oba su-
stava imaju jednaku pouzdanost, odnosno da je R (/)= R,({t)= R, (?)=
=R,,(t) = R(¢t), izraz (5.43) prelazi u oblik

Ry(t)=R*(0)2- RO (5.53)
aizraz (5.49) u oblik
R(1) = R0~ R ()] (5.54)
Razlika ovih dvaju izraza, oznaCena s AR, (), jest

ARy (1) = 2R* (1= R(1)] (5.55)

Bududi da je ova razlika pozitivna za svako ¢, osimza ¢t =0 i t — «, kad
je jednaka nuli, pouzdanost je dvokomponentnog sustava s jednostrukom za-
lihoS¢u niske razine vec¢a od pouzdanosti ekvivalentnog dvokomponentnog
sustava s jednostrukom zalihoS¢u visoke razine, za svako 0< ¢ <o,

Neka se, radi ilustracije, pretpostavi da sve komponente oba sustava
imaju konstantnu i jednaku u€estalost kvara . Tada je pouzdanost proma-
tranog sustava sa zaliho$¢u niske razine odredena izrazom

R(t)=e*(2-e ™) (5.56)
a sustava sa zalihoS$éu visoke razine izrazom

R t)=e"(2-e7") (5.57)
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Dijagrami pouzdanosti oba promatrana sustava kao funkcije vremena
prikazani su na slici 5.12.

A
R ()

1 —

0,8

niska razina

0,6
04 | . .
visoka razina
02 |
T
0 1
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 t(i)

Slika 5.12. Dijagrami pouzdanosti dvokomponentnih sustava sa zaliho$¢u niske i
visoke razine s komponentama konstantne i jednake ucestalosti kvara

Zaklju€ak koji proizlazi iz izraza (5.55) kao i iz dijagrama na slici 5.12.,
koji se odnosi na dvokomponentne sustave s jednostrukom zaliho$c¢u, vrijedi
i op¢enito, odnosno za visekomponentne sustave s viSestrukom zaliho$c¢u
niske i visoke razine.

Dakle, sustav sa zaliho$¢u niske razine ima vec¢u pouzdanost od odno-
snog sustava sa zaliho$¢u visoke razine.

5.2.6 Pouzdanost sustava sloZenije strukture

Vecina prakti¢nih sustava nije takve strukture da se njihova pouzdanost
moze, bez vecih poteSkoca, svesti na postupnu uporabu pristupa za odre-
divanje pouzdanosti sustava serijske strukture i sustava paralelne strukture.
Za takve se sustave obic¢no kaze da su sustavi slozenije strukture. Za
uspostavljanje pouzdanosti sustava takve strukture koriste se posebne me-
tode, medu kojima su poznatije metoda uspjesnih staza i metoda klju¢ne
komponente.
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5.2.6.1 Metoda uspjesnih staza

U primjeni metode uspjesSnih staza (engl. successful path method),
uspjesnu stazu Cini svaka serijska veza usmjerenih grana od ulaza do izlaza
RBD sustava koja rezultira radnim stanjem sustava (Ebeling, 1997). Tada
vjerojatnost unije svih uspjednih staza predstavlja pouzdanost sustava.

Primjerice, neka se metodom uspjesnih staza odredi pouzdanost susta-
va Ciji je RBD prikazan na slici 5.13. Iz RBD promatranog primjera razvidno
je da postoje Cetiri uspjeSne staze. To su staze S, S,, S; i S,, za koje vrijedi

Si=e ne,, S, =e;Me, S;=¢ NesMe, S, =e;MNesNe,,

E] /\\ Ez
o—> —>0O
E(, E5
E; \) E,

Slika 5.13. Primjer RBD sustava slozZenije strukture

Pouzdanost promatranog sustava odredena je izrazom

Ry(t)=P{S, U S, U S, US,|=P{S, |+ P{S, |+ P{S; |+ P{S, |- P{S, NS, }~
—P{S, NS, }-P{S,nS,}- P{S, NS}~ P{S, NS, } - P{S, NS, |+

+P{S, NS, NS, }+P{S, NS, NS, }+P{S, NS, NS, }+P{S,nS, NS, } -
—P{S,nS, NS, NS, }=Ple, ne}+ Ple,ne, b+ Ple, ne, ne f+

+Ple, ne,nef— Pl ne,ne,Ne |- Ple,ne,ne, eyt —

—P{el Ne,Ne ﬁes}—P{el Ne; Ne, ﬂeé}—P{ez Ne Ne, mes}—

—P{e1 Ne,Ne;MNe,Nes r\e6}+P{e1 Ne,NeNe, me6}+

+P{e1 Ne,Ne;Ne, r\e5}+P{el Ne,Ne;MNe,MNes mﬁ}+

+P{el Ne,Ne;Ne,Nes r\eb}— P{eI Ne,Ne;Ne, Ne; meﬁ}

(5.58)

Buduéi da su dogadaji e;,e,,e;,¢4,€5,€5, odnosno radna stanja kom-
ponenata E|, E, E; E, Es, Eg, tijekom razdoblja (0,/] medusobno neovisni,
vjerojatnost njihovog medusobnog presjeka jednaka je umnosku vjerojatno-
sti tih dogadaja. Buduci da vjerojatnost svakog od ovih dogadaja zapravo
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predstavlja pouzdanost odnosne komponente, pouzdanost je promatranog
sustava, nakon algebarskog uredenja, odredena izrazom

Ry (1) = R(OR, (1) + Ry (DR, (1) + R(DR(DR(1) + Ry ()R ()R (1)~

= ROR,(OR,(DR, (1) = R(OR, (R, ()R (1) = R(DR (DR, ()R (1)~

= ROROR,OR(6) = R, (R (R, (DR (1) + R (DR, ()R, (DR, () R(1) +

+ R(OR (DR, (DR, (DR (1) (5.59)

Uz pretpostavku da komponente imaju pripadne konstantne u€estalosti
kvara, odnosno 4.4, 4;, 44, 45, 4 , pouzdanost je sustava odredena izrazom

RS (t) = e_(ﬁvﬁlz)l + e—(ﬂfr&,)t + e_()ﬂ*}%*ls)t n e_(A?Jrﬂﬁ*ﬂs)t B

_ o At At A At A A ) o At h Al _ e—(l%«”ﬁ%)f —

O Y A e—(l‘+ﬂz+ﬂg+/14+ﬂs)t +e—(ﬂ1+ﬂi+ﬂg+ﬂ4+ﬂﬁ)t (560)
Polazedéi od opceg izraza (3.14), srednje je vrijeme do kvara promatra-
nog sustava odredeno izrazom

1 N 1 N 1 . 1 B
M+A L+A A+4L+A L+ A4+

MTTF, =

1 1 1
L+ + 45+ A+ + A4+ A4+ + A4+ A
1 1 1

1 1 1
- - + +
Mt L+ + s I+ L+ +A A+ +A4+4+ A

1
+
A+ o+ I+ Ay + A (5.61)

5.2.6.2 Metoda kljucéne komponente

Metoda kljuéne komponente (engl. key component method) zasniva
se na primjeni teorema totalne vjerojatnosti (Birolini, 1999).

Dogadaj ,sustav djeluje bez kvara u razdoblju (0, t] “ ili krace ,sustav radi
u (0,¢]", moZe se ostvariti sliede¢im dvama komplementarnim dogadajima:

56



komponenta E, radi u (0,z]~ sustav radi u (0,] i

komponenta E, je pokvarena u (0,¢]~ sustav radi u (O,t]

Iz toga proizlazi da za funkciju pouzdanosti R(¢) vrijedi

Ry(1)=R, (t)-P{sustaV radi u (0, t] |El» radi u (0, t]}+

1

+[1—RA (t)]~P{sustav radi u (0, t] |El« neradi u (O,I]}

1

(5.62)

pri emu je R, (r)= P{E, radi u (0, ]} = P{¢,}. Komponenta £, mora biti odabra-
na tako da se dobije serijsko-paralelna struktura za RBD uvjetovana doga-
dajima {E, radi u (0,¢]} i {£, neradi u (0, ]}.

Neka se, kao primjer za primjenu ove metode, odredi pouzdanost susta-

va jednosmjerne mosne strukture Ciji je RBD prikazan na slici 5.14.

E, % Ey
O——>—4 Es ——0O
E, l E,

RBD cjelokupnog sustava

Es
Ey o
o—>—¢ Es o E; E; >0
E,
RBD sustava ako E, radi u (0,f] RBD sustava ako E, ne radi u (0,{]

Slika 5.14. Primjer RBD sustava jednosmjerne mosne strukture
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Jednosmjerna mosna struktura sustava proizlazi iz pretpostavke da mo-
sna komponenta E, radi u odnosu na zahtijevanu funkciju samo u jednom
smjeru, odnosno od E, preko E; prema E, Komponenta E,na kljucnom je
polozaju, odnosno predstavlja kljuénu komponentu sustava. Polazeci od
opceg izraza (5.62) za odredivanje pouzdanosti R () promatranog sustava,
pri Cemu je E =E,, proizlazi da je

Ry ()= {} {[el (e; Les)Jue }+P{e4} P{elme3}:

= Ple,}-(Ple, n(ey wes )i+ Pley |- Ple, n(ey e )} Ple, )+
+[1-Ple,}]- Ple, ney}= Ple, |- [Ple,}- Ple; Ues )+ Ple, |-

Ple,}- Ple; Ues)- Ple, ]+ 1= Ple,f]- Pley - Ples = Ple. |- [Ple, - [Pl |+ Ples ) -
~ Ples |- Plesj+ Ple, J]- [Ple, - [Ples }+ Ples = Ples - Ples - Pley f]+

+[1-Ple,}]- Ple,}- Ple,) (5.63)

Budué¢idaje Ple}=R(r), zai=1,2,3,4,5, pouzdanost je sustava, izra-
Zena pomocu pouzdanosti komponenata

Ry(1) = R,(O[R, () + R (D[R, () + R, (1) = Ry(OR,() |-

~RORO] R(0)+ R (1)~ R,(OR(1) [+~ R)R (DR, (1) (5.64)
odnosno nakon algebarskog uredenja

Rs(1) = R (DR (1) + Ry ()R, (1) + R ()R, () Rs(1) — (5.65)

~ R(OR,(OR(OR,(1) = R (DR, (DR, (DR (1) = R(DR, (DR, ()R (1) +
+ R (OR, (R, ()R, ()R (1)

Ako sve komponente imaju konstantnu ucestalost kvara, redom
A, 4.4, A, A5, pouzdanost sustava odredena je izrazom

N T e R e B L
_ e-(z, gt Ayt At e (A + A3+ Ay A5 ) —(/1 +A,+ A+ A, At (5.66)

Polazedi od opceg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara sustava odre-
deno je izrazom

58



1 1 1 1
+ + - -
A A A RN

I | |
ALt At A At At At A A A+ A At

MTTF, =

(5.67)

5.3 Pouzdanost sustava s meduovisnim komponentama

Sustav s meduovisnim komponentama sustav je kod kojeg kvar neke
(ne bilo koje) njegove komponente utjeCe na ucestalost kvara bar jedne dru-
ge komponente tog sustava. Tipi¢ni je primjer sustava s meduovisnim kom-
ponentama sustav s rezervom.

5.3.1 Sustav s rezervom

Sustav s rezervom (engl. standby system) zapravo je sustav s pasiv-
nom zaliho$¢u jer za vrijeme dok jedna od njegovih komponenata obav-
lja zahtijevanu funkciju sustava, s ucestalo$¢u kvara odredene vrijednosti,
preostale komponente sustava nalaze se u rezervi s u€estal3¢u kvara obic-
no jednakoj nuli. Ove komponente komutator sustava redoslijedno, jednu
po jednu, automatski ukljuuje u djelovanje u trenucima nastupa kvara kom-
ponente koja se do tada nalazila u djelovanju. Naravno, u tim se trenucima
uCestalost kvara rezervne komponente koja se ukljuci u djelovanje skokovito
promijeni s nule na odredenu vrijednost.

Prema tome, komponente su opisanog sustava meduovisne, jer se
uCestalost kvara komponenata u rezervi skokovito promijeni s nule na odre-
denu vrijednost u trenutku nastupa kvara prethodne komponente ukljuc¢ene
u djelovanje.

Ako je ulestalost kvara komponenata kad se nalaze u djelovanju kon-
stantna, Sto znaci da je razdioba vremena do kvara komponenata eksponen-
cijalna, za uspostavljanje prediktivnog modela pouzdanosti takvog sustava
prikladno je, kao matematiCku osnovu, koristiti Markovljev proces (Pukite i
Pukite, 1998).
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5.3.2 Idealni dvokomponentni sustav s rezervom

Idealni dvokomponentni sustav s rezervom takav je dvokomponen-
tni sustav kod kojeg se komponenta koja se nalazi u rezervi (sekundarna
komponenta) sigurno, odnosno s vjerojatnos¢u 1, automatski ukljuci u dje-
lovanje u trenutku nastupa kvara komponente koja se do tada nalazila u
djelovanju (primarna komponenta). To znaci da komutator sustava s rezer-
vom, kao sastavnica tog sustava ima, s funkcijskog stanovista, pouzdanost
jednaku jedinici u svakom trenutku. Simboli¢ki prikaz takvog sustava dan je
na slici 5.15.

Radi jednostavnosti, neka se pretpostavi da obje komponente, kad
se nalaze u djelovanju, imaju jednaku ucCestalost kvara 4. Za primjenu
Markovljeva procesa najprije je potrebno definirati karakteristi¢na stanja
sustava, koja zapravo predstavljaju stanja Markovljeva procesa (Pukite i
Pukite, 1998).

1

. 1
Primarna !
1

komponenta [T 9 |
o—>—1 \%—O

Sekundarna :“
komponenta

Slika 5.15. Simboli¢ki prikaz idealnog dvokomponentnog sustava s rezervom

Za promatrani sustav karakteristi¢na su sljede¢a stanja:

Stanje 1: Primarna se komponenta nalazi u radnom stanju,
a sekundarna u rezervi.

Stanje 2: Primarna se komponenta nalazi u kvarnom stanju,
a sekundarna u radnom stanju.

Stanje 3: Obje se komponente nalaze u kvarnom stanju.
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Radna su stanja sustava stanje 1 i stanje 2, a stanje 3 je kvarno.
UCestalost prijelaza sustava iz stanja 1 u stanje 2, ¢,,, jednaka je ucestalosti
kvara primarne komponente A , a uCestalost prijelaza sustava iz stanja 2 u
stanje 3, ¢,,, jednaka je uCestalosti kvara sekundarne komponente 4 kad je
uklju€ena u djelovanje. Ucestalosti prijelaza izmedu ostalih parova razlicitih
stanja sustava jednake su nuli jer je sustav neobnovljiv. Dijagram stanja
sustava prikazan je na slici 5.16.

q 1=A lI23=7»

Slika 5.16. Dijagram stanja za odredivanje pouzdanosti idealnog neobnovljivog
dvokomponentnog sustava s rezervom

Za promatrani sustav matrica ucestalosti prijelaza Q izmedu stanja
sustava oblika je
9 912 i3 -4 A0
Q=19 9» 45|=| 0 -4 4 (5.68)
931 932 933 0 0 0

Pripadni je Kolmogorovljev sustav diferencijalnih jednadzbi, iska-
zan u vektorsko-matricnom obliku,

-4 20
(B(0.B0.B0)=(BO.BO.B0)=| 0 -2 2 (5.69)
0 0 0

Pouzdanost sustava Rg(¢) odredena je zbrojem vjerojatnosti njegovih
radnih stanja, odnosno zbrojem vjerojatnosti stanja 1 i vjerojatnosti stanja
2. Dakle,

Ry(1) = R()+ P, (?) (5.70)

Buduci da je stanje 3 kvarno, zbog ¢ega je za odredivanje pouzdanosti
apsorbirajuée stanje sustava, za odredivanje pouzdanosti promatranog
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sustava koristi se reducirana matrica u¢estalosti prijelaza Q , (Hoyland i

Rausand, 1994) oblika
-4 A
= 5.71
ol 4] -

Tada su vjerojatnosti A (¢) i P (¢) rjeSenja sustava diferencijalnih jed-
nadzbi iskazanog u obliku

. , -1 A
(E(t),Pz(t))=(Pl(t),Pz(f)){0 _J (5.72)

odnosno
P()+AR(1)=0

, (5.73)
P(t)=AR(t)+ AR(1) =0

Primjenom Laplaceovih transformacija (Elezovi¢, 2010) na ovaj
sustav diferencijalnih jednadzbi dobiva se

SB(s)~B(0)+ AP (s) = 0

. . . (5.74)
sB, (s) = F,(0) = AR (s)+ AP, (s) = 0

Uzimajuci u obzir poc€etni uvjet, B(0) =1 i P,(0)=0, sustav diferencijalnih
jednadzbi transformira se u sustav algebarskih jednadzbi s nepoznanica-
ma B'(s)i B,(s) oblika

(s+ AR (s)=1

. (5.75)
—AB (s)+(s+A)P, (s)=0
Iz tog sustava algebarskih jednadzZbi proizlazi da je

* 1

PB(s)=——

s+A (5.76)

. A

P (s)=—2"—
= GTay

Primjenom inverzne Laplaceove transformacije (Elezovi¢, 2010) na
ove izraze dobiva se
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R(ny=e"'
P()=2 te ! 5.77)

Zbrajanjem ovih dviju vjerojatnosti dobiva se izraz za pouzdanost
promatranog sustava oblika

Ry(1)=(1+Ane ' (5.78)

Vremenski dijagram pouzdanosti promatranog sustava prikazan je na
slici 5.17.

Polazeci od opcéeg izraza (3.14), srednje vrijeme do kvara promatranog
sustava odredeno je izrazom

MTTF = 2% =2 MTTF (5.79)

pri Cemu je MTTF srednje vrileme do kvara svake komponente sustava kad
je uklju¢ena u djelovanje. Ovaj izraz pokazuje da je srednje vrileme do kvara
idealnog neobnovljivog dvokomponentnog sustava s rezervom jednako zbroju
srednjih vremena do kvara njegovih komponenata kad se nalaze u djelovanju.

»
T »

T
ol 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5t<1)
p

Slika 5.17. Vremenski dijagram pouzdanosti idealnog dvokomponentnog
neobnovljivog sustava s rezervom cije komponente u djelovanju imaju konstantne i
jednake ucestalosti kvara
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Srednje vrijeme do kvara promatranog sustava mozZe se dobiti i izravno
iz Laplaceove transformacije izraza za pouzdanost koristeci svojstvo B 1.1.
iz Dodatka B, prema kojem je Laplaceova transformacija izraza za pouzda-
nost jednaka zbroju Laplaceovih transformacija izraza za vjerojatnost stanja
1 i vjerojatnost stanja 2, odnosno

Ri(5) =R (9)+P(5) =—— (Sjﬂ) (5.80)

Prema svojstvu danom izrazom (3.15) proizlazi

1 A 1
ow=—+—5=2—=2MTTF 5.81
S—O /1 /12 ﬂ, ( )

Sto je identi¢no izrazu (5.79).

Pretpostavi li se neobnovljiv idealni n-komponentni sustav s rezervom
prikazan na slici 5.18., pri Cemu sve komponente imaju konstantnu i jednaku
uCestalost kvara kad se nalaze u djelovanju, a ucestalost kvara 0 kad se
nalaze u rezervi, pouzdanost sustava odredena je opéim izrazom

R(1)= z“’);), (5.82)

E,

Slika 5.18. Idealni n-komponentni sustav s rezervom
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6. POUZDANOST OBNOVLJIVIH SUSTAVA

U ovom se poglavlju preciznije definira pouzdanost viSekomponentnih
obnovljivih sustava i predstavlja pristup uspostavljanju Markovljevog modela
pouzdanosti i srednjeg vremena do kvara sustava polazeci od poznavanja
strukture te uCestalosti kvara i u€estalosti obnove komponenata tih sustava.

6.1 Opcenito o pouzdanosti obnovljivih sustava

Obnovljiv sustav onaj je sustav koji tvore komponente koje se nakon
nastupa kvara obnavljaju i ponovo uklju€uju u djelovanje ili se zamjenjuju
ispravnima.

Analogno pouzdanosti neobnovljivog sustava, pouzdanost obnovilji-
vog sustava vremenski je ovisna veliCina, iskazana funkcijom R(¢), de-
finirana vjerojatno$¢u da je vrijeme do kvara sustava veée od proizvoljno
odabranog vremena ¢ proteklog od trenutka ¢ =0 kad je sustav ukljucen u
djelovanje, uz uvjet da se u tom trenutku sve njegove komponente nalaze u
radnom stanju.

Buduéi da se radi o obnovljivom sustavu, pouzdanost takvog sustava
ovisi 0
(1) pouzdanosti komponenata,
(2) obnovljivosti komponenata,
(3) strukturi (gradi) sustava i
(4) meduovisnosti komponenata.

Medutim, treba naglasiti da obnovljivost komponenata moze utjecati na
pouzdanost samo obnovljivih zalihosnih sustava uz pretpostavku da se ti-
jekom obnavljanja kvarnih komponenata sustavi ne isklju€uju iz djelovanja.

Razumljivo je da obnavljanje ili zamjena kvarnih komponenata nezali-
hosnih sustava, poput jednokomponentnih sustava ili sustava serijske struk-
ture, nema utjecaja na pouzdanost sustava jer je kvar bilo koje komponen-
te takvih sustava ujedno i njihov kvar, pa obnavljanje ili zamjena kvarnih
komponenata ispravnima, koliko god kratko trajalo, nema viSe utjecaja na
pouzdanost.

Radi li se o obnovljivim zalihosnim sustavima stalno uklju¢enim u
djelovanje, stanja (radna i kvarna) njihovih komponenata uzastopno se

65



izmjenjuju, Sto uvjetuje uzastopnu izmjenu stanja sustava, od kojih su neka
radna, a neka kvarna. Ta izmjena stanja sustava predstavlja slu¢ajni proces.
Pretpostavljajuc¢i da komponente imaju konstantnu uCestalost kvara A i kon-
stantnu ulestalost obnove #, odnosno da imaju eksponencijalnu razdiobu
vjerojatnosti vremena do kvara T, i eksponencijalnu razdiobu vjerojatnosti
vremena do obnove T,, kao osnovu za matematicko modeliranje ovog pro-
cesa prikladno je koristiti Markovljev proces (Pukite i Pukite, 1998).

U nastavku izlaganja uspostavit ¢e se matematiCki model pouzdano-
sti obnovljivog dvokomponentnog sustava paralelne strukture i obnovljivog
idealnog dvokomponentnog sustava s rezervom, dakle zalihosnih sustava,
uporabom Markovljevog procesa kao matemati¢ke osnove. Takoder, za ove
¢e se sustave odrediti izrazi za srednje vrijeme do kvara.

6.2 Pouzdanost obnovljivog dvokomponentnog sustava
paralelne strukture

Neka se pretpostavi obnovljiv dvokomponentni sustav paralelne struk-
ture, dakle obnovljiv dvokomponentni sustav s jednostukom aktivhom za-
lihos¢u. Nadalje, neka komponente imaju konstantne i jednake ucestalosti
kvara A i konstantne i jednake ucestalosti obnove u, $to znaci da su razdio-
be vjerojatnosti vr.emena do kvara i razdiobe vjerojatnosti vremena do obno-
ve eksponencijalne. Zbog toga je za uspostavljanje prediktivnog matematic-
kog modela pouzdanosti sustava kao matemati¢ku osnovu prikladno koristiti
Markovljev proces. U tu se svrhu definiraju karakteristicna stanja sustava,
$to su ujedno i stanja Markovljeva procesa.

Za promatrani sustav karakteristiCna su sljedec¢a stanja:

Stanje 1: Obje se komponente nalaze u radnom stanju.

Stanje 2: Jedna se komponenata nalazi u radnom, a druga u kvar-
nom stanju i obnavlja se ili zamjenjuje ispravnom.

Stanje 3: Obje se komponente nalaze u kvarnom stanju.

Radna su stanja sustava stanje 1 i stanje 2, a stanje 3 je kvarno.

Ucestalost prijelaza iz stanja 1 u stanje 2, ¢,,, jednaka je 24 (jer je ta uCe-
stalost uvjetovana ucestalo$c¢u kvara bilo koje od tih dviju komponenata),
ucestalost prijelaza iz stanja 2 u stanje 3, ¢.3, jednaka je 4 (jer je ta uce-
stalost odredena ulestalo$¢u kvara preostale komponente koja se nalazi u
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radnom stanju), a u€estalost prijelaza izmedu stanja 2 i stanja 1, 4, jednaka
je u, odnosno ucestalosti obnove kvarne komponente. U€estalosti prijelaza
izmedu ostalih parova razli€itih stanja sustava jednake su nuli. Sa stano-
vista odredivanja njegove pouzdanosti, stanje 3 sustava apsorbirajuce je.
Dijagram stanja za odredivanje pouzdanosti sustava prikazan je na slici 6.1.

Matrica u€estalosti prijelaza Q za odredivanje pouzdanosti promatranog
sustava oblika je

911 4912 Y13 =22 22 0
Q=9 9n 9n|=| # —-(A+p) 4 (6.1
q31 43 933 0 0 0

Buduéi da su stanja sustava medusobno iskljuciva, pouzdanost susta-
va, R.(¢), jednaka je zbroju vjerojatnosti njegovih radnih stanja, odnosno
stanja 1 i stanja 2.

qi2=2%\ gn=A

q21=H

Slika 6.1. Dijagram stanja za odredivanje pouzdanosti dvokomponentnog sustava
paralelne strukture

Kako je stanje 3 kvarno (zbog &ega je za odredivanje pouzdanosti
sustava apsorbirajuce), za odredivanje pouzdanosti promatranog sustava
koristi se reducirana matrica u€estalosti prijelaza Q  (Hgyland i Rausand,
1994) oblika

24 24
- 6.2
oy [ u —(/1+ﬂ)] (©2)

Vjerojatnosti radnih stanja B (¢) i P,(¢) rjeSenja su sustava diferencijal-
nih jednadzbi oblika
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' : —-2A 24
mm&mpmm@@{ } 63)
4 =G

odnosno
B(1)+2AR(1) - uP,(t) =0 (6.4)
P(t)=2AB(t)+ (A+ u)P(1) =0

Primjenom Laplaceovih transformacija na ovaj sustav diferencijalnih
jednadzbi dobiva se

SB'(5)~ R(0)+ 2AR ()~ tP,’(5) = 0
SB ()~ Py(0) 24P (s) + (A + 1P, (5) = 0

Uzimajuci u obzir poCetni uvjet, £(0)=1 a B,(0)=0, dobiva se sustav
algebarskih jednadzbi s nepoznanicama B’(s) i P’(s)oblika

(s+2)F (s) - uP) (s) =1

: * (6.5)
~2P(s)+ (s + A+ L)P, (5)=0

RjeSavanjem ovog sustava algebarskih jednadzbi dobiju se izrazi za
B'(s) i P (s)oblika

s+A+u

P(s)= 6.6
H(5) S+ GBA+p)s+24 (6.6)
24

P =
YRy (6.7)

Da bi se primjenom inverzne Laplaceove transformacije izraza za P (s)
i P (s) dobili izrazi za vjerojatnosti B,(¢) i P,(¢), najprije treba odrediti korije-
ne polinoma u nazivnicima jednadzbi (6.6) i (6.7). Oni su:
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L ~BA+ )+ X +6u+ i’ (6.82)

! 2

2

. —BA+ )= B+ 61+ 1 (6.8b)
2

i oba imaju negativne vrijednosti za svako (pozitivno) A i u.
Jednadzbe (6.6) i (6.7) tada se mogu izraziti u oblicima

P'(s)= s+A+p s N A+u (6.9)
YT ) mm(s—n)  (s—n)s-1)
. 22

B o= e (6-10)

Primjenom inverznih Laplaceovih transformacija B 2.7. i B 2.8. iz
Dodatka B vjerojatnosti stanja £ (r) i P,(¢+) odredene su izrazima

r1+l+ye,1,+r2+l+,ue,.z,

n—n n—h

R@) =
(6.11)

2/1 erlt + 22“ erzt
n—n n—h

K@) =

Zbroj ovih vjerojatnosti daje izraz za pouzdanost promatranog sustava,
koji je opceg oblika

nt_ nt
e” —re

Ry(=1 (6.12)

n—n
Dijagramima na slici 6.2. prikazana je vremenska ovisnost pouzdanosti
promatranog sustava uz omjer u€estalosti obnove i u€estalosti kvara kom-
ponenata kao parametar.

Srednje vrileme do kvara promatranog sustava dobije se izravno iz
Laplaceove transformacije izraza za pouzdanost, koristeéi svojstvo B 1.1. iz
Dodatka B, prema kojem je Laplaceova transformacija izraza za pouzdanost
jednaka zbroju Laplaceovih transformacija izraza za vjerojatnost stanja 1 i
vjerojatnost stanja 2, odnosno
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s+A+u 24

RS(s)=
s () >+ (BA+p)s + 24 +s2+(32+y)s+222

(6.13)

Polazedéi od opceg izraza (3.15), srednje vrijeme do kvara sustava odre-
deno je izrazom

_Atp 24 3A+u (6.14)

s=0 — -

22 2R 212

MTTF, = R (s)

odnosno

1 a3l 1 Y7,

MTTF, = —|3+ 5 |- =—|3+ % MTTF (6.15)
s 2( A )/1 2( ﬂ)M

pri éemu je MTTF srednje vrijeme do kvara svake komponente promatranog

sustava. Izraz (6.15) pokazuje da se povecéanjem ucestalosti obnove prema

uCestalosti kvara komponenata znatno povecava srednje vrijeme do kvara

promatranog sustava.

A
Rs(0)

1 —

0,8 -

0,6 -

0.4 1 =101

0,2+

Slika 6.2. Vremenski dijagram pouzdanosti dvokomponentnog sustava paralelne
strukture s komponentama konstantne i jednake ucestalosti kvara i u€estalosti
obnove
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6.3 Pouzdanost idealnog obnovljivog dvokomponentnog
sustava s rezervom

Neka se pretpostavi obnovljiv idealni dvokomponentni sustav s rezer-
vom, dakle, obnovljiv idealni dvokomponentni sustav s jednostrukom pa-
sivnom zaliho$¢éu. Primarna se komponenta sustava nakon kvara obnavlja,
a sekundarna je komponenta nepokvarljiva kad se nalazi u rezervi i sigurno
se (s vjerojatnosc¢u 1) ukljuci u djelovanje u bilo kojem trenutku nastupa kva-
ra primarne komponente. Nadalje, neka komponente imaju konstantne i jed-
nake ucCestalosti kvara A kad su uklju¢ene u djelovanje te konstantne i jedna-
ke uCestalosti obnove u, Sto znaci da su razdiobe vjerojatnosti vremena do
kvara i razdiobe vjerojatnosti vremena do obnove komponenata eksponen-
cijalne. Zbog toga je za uspostavljanje prediktivnog modela pouzdanosti su-
stava kao matematiCku osnovu prikladno koristiti Markovljev proces (Pukite
i Pukite, 1998). U tu se svrhu definiraju karakteristicna stanja sustava, koja
su ujedno i stanja Markovljeva procesa.

Za promatrani sustav karakteristi¢na su sljedeca stanja:

Stanje 1: Primarna se komponenta nalazi u radnom stanju, a
sekundarna u rezervi.

Stanje 2: Primarna se komponenta nalazi u kvarnom stanju i
obnavlja se ili zamjenjuje ispravnom, a sekundarna se
komponenta nalazi u radnom stanju.

Stanje 3: Obje se komponente nalaze u kvarnom stanju.

Radna su stanja sustava stanje 1 i stanje 2, a stanje 3 je kvarno.

UCestalost prijelaza sustava iz stanja 1 u stanje 2, q,,, jednaka je uCesta-
losti kvara primarne komponente A, uéestalost prijelaza sustava iz stanja 2
u stanje 3, ¢,,, jednako je uCestalosti kvara sekundarne komponente A a
ucCestalost prijelaza sustava iz stanja 2 u stanje 1, g, ,, jednako je uCestalosti
obnove komponente . UCestalosti prijelaza izmedu ostalih parova razlicitih
stanja sustava jednake su nuli. Za odredivanje pouzdanosti stanje 3 sustava
apsorbirajuce je. Dijagram stanja za odredivanje pouzdanosti ovog sustava
prikazan je na slici 6.3.
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Za promatrani je sustav matrica uCestalosti prijelaza Q za odredivanje
pouzdanosti oblika

-1 A 0
911 912 43 (6.16)
Q=92 9n qn|=| # —-(A+p) 4
931 493 933 0 0 0
qi=»X gn=A
qu=H

Slika 6.3. Dijagram stanja za odredivanje pouzdanosti obnovljivog idealnog
dvokomponentnog sustava s rezervom

Buduéi da su stanja sustava medusobno isklju€iva, pouzdanost susta-
va Ry(t)odredena je zbrojem vjerojatnosti njegovih radnih stanja, odnosno
zbrojem vjerojatnosti stanja 1, A(¢), i vjerojatnosti stanja 2, P,(¢).

Buduc¢i da je stanje 3 kvarno (zbog €ega je za odredivanje pouzdanosti
sustava apsorbirajuce), za odredivanje pouzdanosti promatranog sustava
koristi se reducirana matrica ucestalosti prijelaza Q , oblika

Q-[_ﬂ A } (6.17)
Rlu —(A+w) '

Vjerojatnosti P(¢) i P,(¢) rijeSenja su sustava diferencijalnih jednadzbi
iskazanog u obliku

(R@®),P(1)=(R (t),Pz(t)){_ * 4 } (6.18)
U —(A+p)
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odnosno
B()+AR(1)~ uP,(t)=0 (6.19)
B ()= AR () +(A+ WP (1)=0
RjeSavanjem ovog sustava diferencijalnih jednadzbi primjenom

Laplaceovih transformacija uz pocCetni uvjet da je R(0)=1i B,(0)=0, dobiva
se sustav algebarskih jednadzZbi oblika

(s+ DR ()= uP, (5)=1

(6.20)
— AR (s)+ (s + A+ L)P, (5)=0

RjeSavanjem ovog sustava algebarskih jednadzbi dobiju se izrazi za
P'(s)i P (s) oblika

. S+A+u
P = 6.21
H ) sT+ 24+ )s + A (621)
* ﬂ/
P A —
2 () S+ QA+ )+ 1 (6.22)

Da bi se primjenom inverzne Laplaceove transformacije izraza za P (s)
i P’ (s) dobili izrazi za vjerojatnosti pP.(r) i P,(z), najprije treba odrediti korije-
ne polinoma u nazivnicima jednadzbi (6.21) i (6.22). Oni su

. — QA+ ) ++/dAu + 1 (6.23a)

! 2

L — QA+ p) =42 + 1 (6.23b)
2

2

i oba imaju negativne vrijednosti za svako (pozitivno) A i u. Jednadzbe
(6.21) i (6.22) tada se mogu izraziti oblicima

S+A+u s N A+u

B (s)= =
(s=r)s—=n) (s=r)s-nr) (=r)s-n)

(6.24)
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o2
O e €2

Inverznom Laplaceovom transformacijom B 2.7 i B 2.8 iz Dodatka B
vjerojatnosti stanja A(¢) i P,(¢#) odredene su izrazima

n +/1+,ue,|, Wb +/1+ﬂe’2f
n=nr n=n
A A (6.26)

e+ e
n—n nL—h

B =

K@) =

Zbroj ovih vjerojatnosti daje izraz za pouzdanost promatranog sustava
koiji je identi¢nog opcéeg oblika kao i izraz (6.12).

Dijagramima prikazanim na slici 6.4. prikazana je vremenska ovisnost
pouzdanosti promatranog sustava uz omjer u€estalosti obnove i u€estalosti
kvara komponenata kao parametar.

v

Slika 6.4. Vremenski dijagram pouzdanosti idealnog dvokomponentnog
sustava s rezervom s komponentama konstantne i jednake ucestalosti
kvara i u€estalosti obnove
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Srednje se vrileme do kvara promatranog sustava dobije izravno iz
Laplaceove transformacije izraza za pouzdanost, koriste¢i svojstvo B 1.1. iz
Dodatka B, prema kojem je Laplaceova transformacija izraza za pouzdanost
jednaka zbroju Laplaceovih transformacija izraza za vjerojatnost stanja 1 i
vjerojatnost stanja 2, odnosno

¥ S+ﬂ+,u A 6.27
s ) SSHQA+ s+ QA+ s+ A

Polazeci od opéeg izraza (3.15), srednje vrijeme do kvara sustava odre-
deno je izrazom

/1+,u+i_2/1+,u

MTTF; = R’ (s)

s=0 = 12 /12 - 12
odnosno
mrrF, =[2+ 2\ (24 4 Wirre (6.28)
A2 A

pri Cemu je MTTF srednje vrijeme do kvara svake komponente promatranog
sustava. Izraz (6.28) pokazuje da se povecanjem ucestalosti obnove prema
uCestalosti kvara komponenata znatno povec¢ava srednje vrijeme do kvara
promatranog sustava.
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7. RASPOLOZIVOST SUSTAVA

U ovom se poglavlju preciznije definira pojam i odnos izmedu tre-
nutacne, intervalne i asimptotske raspoloZivosti jednokomponentnog i
viSekomponentnih sustava i predstavlja pristup uspostavljanju prediktivhog
Markovljevog modela trenutane raspoloZivosti, polazec¢i od poznavanja
strukture te uCestalosti kvara i uCestalosti obnove komponenata tih sustava.

7.1 Opcenito o raspolozivosti sustava

Pod raspolozivoséu (engl. availability) sustava koji je stalno uklju¢en
u djelovanje podrazumijeva se njegova sposobnost obavljanja zahtijevane
funkcije, iskazana u odnosu na promatrani trenutak ili u odnosu na proma-
trano razdoblje tijekom njegovog djelovanja. Pritom se tijekom djelovanja
sustava pretpostavlja uzastopna izmjena stanja sustava, uzrokovana nastu-
pom kvara komponenata i obnove (ili zamjene) kvarnih komponenata tog
sustava. Uzastopna izmjena tih stanja sustava tijekom vremena predstavlja
slucajni proces jer je vrileme boravka u svakom od stanja slucajna veli€ina
sa znacgajkama kontinuirane slu¢ajne varijable.

Imaju li komponente sustava konstantne ucestalosti kvara i konstan-
tne ucestalosti obnove, odnosno imaju li vremena zadrzavanja sustava u
svakom od stanja eksponencijalnu razdiobu, tijek uzastopne izmjene stanja
sustava tijekom vremena ima znacCajke Markovljeva procesa. Pritom stanja
sustava predstavljaju stanja Markovljeva procesa a ulestalosti prijelaza iz-
medu stanja sustava predstavljaju uCestalosti prijelaza izmedu stanja tog
procesa.

Raspolozivost se sustava moze, zavisno od interesa, iskazati trima ve-
licinama: trenutanom raspolozivo$éu, intervalnom raspolozivoscu i asimp-
totskom raspolozivoscu.

Trenutacna raspolozivost (engl. instantaneous availability) sustava,
oznaCena s A (?), definirana je vjerojatnoS¢éu radnog stanja sustava u tre-
nutku isteka vremena ¢, proteklog od trenutka =0, kad je sustav uklju¢en u
djelovanje, uz uvjet da se u tom trenutku sustav nalazi u stanju odredenom
radnim stanjem svih njegovih komponenata.
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Intervalna raspolozivost sustava za vremenskiinterval (¢,1,), ¢, > ¢, 0zna-
¢enas A (t,,t,) definirana je srednjom vrijednos$c¢u trenutacne raspolozivosti
komponente u tom intervalu. Prema tome, ova je raspoloZivost odredena
izrazom

_ 1%
Ag(t,t,) = IAS(t)dt (7.1

L= '

1

Asimptotska raspolozivost sustava, oznaena s 4, definirana je
grani¢nom vrijednoS¢u, ako postoji, trenutacne raspoloZzivosti sustava ako
vrijeme ¢, proteklo od trenutka ¢ =0, kad je sustav ukljucen u djelovanje, teZi
u beskonacnost. Dakle,

Ag =1lim 4,(1) (7.2)

Buduéi da je u mnogim primjenama od interesa samo poznavanje
asimptotske raspoloZivosti sustava, njezino bi odredivanje prema izrazu
(7.2) zahtijevalo prethodno odredivanje izraza za trenutaCnu raspolozivost,
Sto je Cesto vrlo mukotrpno. Taj pristup, medutim, nije potreban uzme li se
u obzir da je asimptotska raspolozivost sustava konstantna i jednaka zbroju
asimptotskih vjerojatnosti svih radnih stanja sustava, koje su takoder kon-
stantne kad vrijeme tezi u beskonacnost. Dakle,

4 =3P, (7.3)

JjeB

pri Cemu je s P, oznacena asimptotska vjerojatnostj-tog stanja iz skupa
B svih radnih stanja od ukupno » mogucih stanja sustava. Buduéi da su
asimptotske vjerojatnosti svih stanja sustava konstantne, odnosno vremen-
ski neovisne, njihove su derivacije po vremenu jednake nuli, odnosno

limP)(t)=07a j=12,...n (7.4)

Zbog toga su asimptotske vjerojatnosti svih stanja sustava rieSenja su-
stava algebarskih jednadZzbi koje proizlaze iz Kolmogorovljeva sustava dife-
rencijalnih jednadzbi u kojima se pretpostavlja da su derivacije vjerojatnosti
svih stanja sustava jednake nuli. Ovaj se sustav jednadZbi moze skraceno
izraziti u vektorsko-matricnom obliku

PQ=0 (7.5)
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pri Cemu je P n-komponentni vektor asimptotskih vjerojatnosti svih stanja
sustava, Q je nxn matrica uCestalosti prijelaza izmedu stanja sustava, a

0 je n-komponentni vektor sa svim elementima jednakim nuli. U rjeSavanju
ovog sustava od » linearnih algebarskih jednadzbi koristi se bilo kojih 7 -1
jednadzbi, a n-ta je jednadZba svojstvena jednadzba vjerojatnosti medusob-
no iskljucivih stanja sustava, odnosno

n

Y=l (7.6)

1

7.2 Raspolozivost jednokomponentnog sustava

Sustav koji ima samo dva stanja, od kojih je jedno radno a drugo kvarno,
dakle sustav koji s funkcijskog stanovista ima obiljezja binarane komponen-
te, naziva se jednokomponentnim sustavom.

Pretpostavi |li se da se sustav u trenutku nastupa svakog kvara
podvrgne obnavljanju bez odgode, a u trenutku nastupa svake obno-
ve odmah ponovno uklju¢i u djelovanje, te da je ucestalost kvara kon-
stantna i jednaka A, a uCestalost obnove takoder konstantna i jednaka
U, proces uzastopne izmjene radnog i kvarnog stanja sustava ima znacajke
Markovljeva procesa s dva stanja.

Neka stanju 1 tog procesa odgovara radno stanje, a stanju 2 tog proce-
sa kvarno stanje sustava. Tada u€estalost prijelaza izmedu stanja 1 i stanja
2, q1», odgovara ucestalosti kvara A sustava, a u¢estalost prijelaza izmedu
stanja 2 i stanja 1, ¢,, odgovara ucestalosti obnove u sustava.

Dijagram stanja za odredivanje raspoloZzivosti takvog sustava prikazan
je na slici 7.1.

q,,=4

Slika 7.1. Dijagram stanja za odredivanje raspolozivosti
jednokomponentnog sustava
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Polazeéi od njezine definicije, trenutacna raspoloZivost A,(f) promatra-
nog sustava zapravo je jednaka vjerojatnosti stanja 1, odnosno P,(¢) pripad-
nog Markovljevog procesa u trenutku isteka vremena ¢, proteklog od trenutka
t=0, kad proces starta i nalazi se u stanju 1. Dakle,

A,()=R(0) (7.7)

Za promatrani proces s dva stanja, vektor
P'(t)= (R (1), B(1) (7.8)

je vektor derivacija vjerojatnosti stanja procesa, vektor

P(0)=(R (1), £ (1) (7.9)
je vektor vjerojatnosti stanja procesa, a
q
Q:{ I QI2:| (7.10)
921 49n

je matrica ucestalosti prijelaza izmedu stanja procesa.
Uzimajuci u obzir €injenicu da je ¢,,=—¢;, a ¢,, =—q,, te da je za pro-
matrani slucaj ¢, =4 a ¢, =, matrica uCestalosti prijelaza izmedu stanja

procesa jest
Q:[_’1 A } (7.11)
H —H

Pripadni Kolmogorovljev sustav diferencijalnih jednadzbi moze se tada
iskazati u obliku

. -4 A
(B(l),l’z(t))=(1’1(t),1°z(l))[ } (7.12)
IR

odnosno

(1) + AR(1) - uP,(1) =0
P(6)= AR (t)+ uP,(1) =0 (7.13)

Buduci da se u nekom trenutku proces moze nalaziti ili u stanju 1 ili u
stanju 2, vjerojatnosti ovih stanja su komplementarne, odnosno za njih vrijedi
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P(H)=1-PR(0) (7.14)

Ako se to uzme u obzir u prvoj diferencijalnoj jednadzbi, dobiva se

B(0)+(A+w)R(1)—u=0 (7.15)

RjeSavanjem ove diferencijalne jednadzbe primjenom Laplaceovih tran-
sformacija dobiva se

SP'(s)= B(0)+(A+ m)R(s)-£ =0
S

Uzimajuci u obzir da je P(0)=1, dobiva se da je Laplaceova transfor-
macija B’ (s), odredena izrazom

P(s)=—"TH (7.16)
s(s+A+u)

Izraz za P,(¢) dobije se inverznom Laplaceovom transformacijom izraza
za PB’(s). U tu se svrhu desna strana izraza (7.16) rastavlja na parcijalne
razlomke opéeg oblika

s+u  _ A B

- = [
s(s+A+w) s s+A+u

Sto ¢e biti zadovoljeno ako je

Uzimajuci to u obzir, inverzna Laplaceova transformacija od P"(s) daje
izraz za P(t) oblika

P(t)= “ o+ A e—(/1+,u)t
A+u A+u

Sto je ujedno i izraz za trenutacnu raspolozivost 4 (r) promatranog jed-
nokomponentnog sustava. Dakle,

_ M A —(eun
A (1) = -
s ﬂ+ﬂ+ﬂ+ye

(7.17)
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Dijagramima na slici 7.2. prikazana je vremenska ovisnost raspoloZivo-
sti promatranog sustava za razli¢ite odnose ucestalosti obnove prema uce-
stalosti kvara sustava kao parametre.

0,99010

0,98039

- 0,90909

Slika 7.2. Vremenski dijagram trenuta¢ne raspolozivosti jednokomponentnog sustava

Uvrsti li se dobiveni izraz za trenutacnu raspoloZzivost sustava u opci
izraz (7.1) za odredivanje intervalne raspolozivosti, ta je raspolozivost za
vremenski interval (¢,z,) ¢, <t, odredena izrazom

A

N ) 1 ) 1, (7.18)
At A+ (tp—1)

As(t.1) =

Nadalje, koristeci dobiveni izraz za trenutanu raspolozivost u definicijskom
izrazu (7.2) za asimptotsku raspolozivost, ta je raspolozivost odredena izrazom

yli
A = 7.19
§ A+u ( )
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Prema ranije spomenutom, asimptotska raspoloZivost jednaka je asimp-
totskoj vjerojatnosti radnog stanja, odnosno stanja 1 sustava. Ta se vjero-
jatnost moze dobiti iz sustava linearnih algebarskih jednadzbi proizaslih iz
Kolmogorovljeva sustava diferencijalnih jednadzbi (7.13) kad su derivacije
vjerojatnosti stanja jednake nuli, uz zamjenu druge jednadzbe jednadZbom
P+ P, =1 jer je zbroj asimptotskih vjerojatnosti radnog i kvarnog stanja jed-
nak 1. Taj je sustav jednadzbi tada oblika

AR, — P, =0 (7.20)
P+P =1

RjeSenje je ovog sustava jednadzbi

uo. A
P = ; Py = 7.21
A (7.21)
Buduéi da je asimptotska raspoloZivost sustava jednaka zbroju asimp-
totskih vjerojatnosti njegovih radnih stanja, a to je u ovom slucaju samo p,
ta je raspolozivost identi¢na izrazu (7.19).

Asimptotska raspolozivost promatranog jednokomponentnog sustava
moze se izraziti i pomoc¢u srednjeg vremena do kvara i srednjeg vremena do
obnove sustava jer iz izraza (7.19) proizlazi ekvivalentni izraz

__ 4
A =77
J— + J—
A u
iz kojeg neposredno slijedi da je
[ L— (7.22)
MTTF + MTTR

pri Eemu je MTTF srednje vrijeme do kvara, a MTTR srednje vriieme do
obnove promatranog jednokomponentnog sustava.

Primjer 7.1

Za jednokomponentni sustav s u¢estalo$c¢u kvara A4 =2 god' i u¢estalo-
S¢u obnove x=10god! treba izracunati:

a) raspolozivost u trenutku isteka 6 mjeseci nakon uklju¢enja tog
sustava u djelovanje
b) asimptotsku raspolozivost.
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RjesSenje
-1 o 6 1
A=2god™ ; u=10god ;t:Fgod=;g0d

a) A1) =ty P

Atu A+pu
1
ay=10 2 CTo8337a
27 2+10 2+10
b) Ay = Ay (o0) = = 10 _ 83333
A+pu 2+10
Primjer 7.2

Za jednokomponentni sustav ucestalosti kvara 4 =2 god" i uCestalosti
obnove u=10god! treba izracunati srednju raspolozivost za razdoblje pr-
vih 6 mjeseci nakon njegovog uklju¢enja u djelovanje.

Rjesenje

A=2god™ ; u=10god " ;1, =0, 1, :%g0d=%g0d

- M A SOt~ L
A(t,t,) = + e T gD R
)= <z+u>2(r2—rl>[ ]
1
20510, 21 {e”*“’w—e(2 10)2}=O,86104
27 2410 (ZHO)Z(E_O)

7.3 Raspolozivost dvokomponentnog sustava paralelne
strukture

Neka se pretpostavi obnovljiv dvokomponentni sustav paralelne struk-
ture, dakle obnovljiv dvokomponentni sustav s aktivnom zalihoS¢u. Nadalje,
neka komponente imaju konstantne i jednake u€estalosti kvara A i konstan-
tne i jednake ucestalosti obnove u, $to odgovara eksponencijalnoj razdio-
bi vjerojatnosti do kvara i eksponencijalnoj razdiobi vjerojatnosti do obnove
komponenata. Zbog toga je za odredivanje raspolozivosti takvog sustava
prikladno kao matemati¢ku osnovu koristiti Markovljev proces (Villemeur,
1992). U tu se svrhu najprije definiraju karakteristiCna stanja promatranog
sustava, koja su ujedno i stanja Markovljevog procesa.
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Karakteristi¢na su sljedec¢a, medusobno iskljuciva, stanja sustava:

Stanje 1: Obje se komponente nalaze u radnom stanju.

Stanje 2: Jedna se komponenta nalazi u radnom, a druga u
kvarnom stanju i obnavlja se.

Stanje 3: Obje se komponente nalaze u kvarnom stanju i
obnavljaju se.

Stanje 1 i stanje 2 radna su stanja sustava, a stanje 3 je kvarno.
Ucestalost prijelaza iz stanja 1 u stanje 2,q,,, jednaka je A, ucestalost
prijelaza iz stanja 2 u stanje 3, ¢y, jednaka je A, a ugestalost prijelaza iz
stanja 2 u stanje 1, ¢,1, i stanja 3 u stanje 2, ¢s,, jednaka je u. UCestalosti
prijelaza izmedu ostalih parova stanja sustava jednake su nuli. Pripadna
je matrica ucestalosti prijelaza oblika

9 912 43 -24 22 0
Q=92 90 du|=| # —-(A+p) 4 (7.23)
931 93 933 0 M !

Dijagram stanja za odredivanje trenutaCne raspolozivosti promatranog
sustava prikazan je na slici 7.3.

qi, =24 G =4

gy =HU 3 =M

Slika 7.3. Dijagram stanja za odredivanje raspolozivosti dvokomponentnog sustava
paralelne strukture

TrenutaCna raspolozivost A () promatranog sustava odredena je zbro-
jem vjerojatnosti njegovih radnih stanja u trenutku isteka vremena ¢, odnosno
vjerojatnosti stanja 1, £ (), i vjerojatnosti stanja 2, p,(r). Dakle,

As(t)= B()+B,(2) (7.24)
Medutim, kako je zbroj vjerojatnosti svih triju stanja jednak jedinici, odnosno
B(O)+P()+P(1)=1
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trenutacna je raspolozivost promatranog sustava odredena opéim izrazom

A(D)=1-P,(0) (7.25)

Pripadni Kolmogorovljev sustav diferencijalnih jednadzbi za promatrani
sustay, iskazan u vektorsko-matri€nom obliku, jest

-2 24 0

(PO, BO.P)=(BO.BOLD)| 1 —~(G+w) A (7.26)
0 u —H
odnosno oblika
B(0)+ 2AR(0) — iP,(1) = 0
(1.27)

P(0) = 22RO+ (A+ )P, (t) — uPy(£) =0
Pi(1) = AP,(1) + uPy (1) =0

Primjenom Laplaceovih transformacija na taj sustav diferencijalnih
jednadzbi, uz pocetni uvjet B(0)=1, B(0)=P(0)=0, dobiva se sustav line-
arnih algebarskih jednadzbi s nepoznanicama PB’(s),B (s) iR '(s), $to su
Laplaceovi transformati vjerojatnosti stanja R(r), B(¢) i P(t). Ovaj je sustav
jednadzbi oblika

(s +22)P ()~ P, (s) =1
24P (s)+ (s + A+ W)P, (5)~ 4P, (5) = 0 (7.28)
AP (8)+ (s + )P, () =0

Prema opcéem izrazu (7.25), za odredivanje trenutacne raspolozivosti
sustava dovoljno je odrediti izraz za P,(t) inverznom Laplaceovom trans-
formacijom izraza za P, (s), koji se dobije rjeSavanjem sustava algebarskih
jednadzbi (7.28). On je oblika

2
P6)= 1 24 2 (7.29)
ss? + GA+ )5 + 24+ 240 + 17
Taj se izraz moze iskazati u obliku
2
Pls)=—2 (7.30)

s(s=r)(s=r)
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pri ¢emu su 7 i r, korijeni polinoma u zagradi nazivnika u izrazu (7.29). Oni
su oblika

; —(BA+2u) A +4Au (7.31a)
=
2
L _—BAr2u) X 4 (7.31b)
)=
2

i za svako (pozitivno) A i 4 imaju negativne vrijednosti.

Inverzna Laplaceova transformacija izraza (7.30) daje izraz za PB,(¢). On
je oblika

2 2 2
P3(t)=%+ 2 g 24 e
nn,  K(n—rn) n(n—n)

(7.32)

Uvrstenjem ovog izraza u izraz (7.25) dobije se izraz za trenutacnu ras-
polozivost promatranog sustava. Dakle,
A1) = W22 22 (ne" —ne”
220+ 2u + i’ nr(n—r,) (7.33)

Dijagramima na slici 7.4. prikazana je vremenska ovisnost trenutaCne
raspolozivosti promatranog sustava za razli€ite odnose ulestalosti obnove
prema ucestalosti kvara komponenata kao parametre.

As(D)
14 #=1004 4 99980
Z=50%  0,99923
0,995 — AT 0,99548
0,990 |
0,985 |
--------------------------------------------------------------------------------- 0,98361
0,980 | | | | | »
T I I 1 T 1'
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5¢ (E)

Slika 7.4. Vremenski dijagrami raspolozivosti dvokomponentnog
sustava paralelne strukture
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Asimptotska raspolozivost 43 ovog sustava prema definiciji je jednaka
grani¢noj vrijednosti njegove trenutaCne raspoloZivosti ako vrijeme tezi u
beskonacnost. Prema tome, ova je raspolozivost odredena izrazom

2
Mo +2u
dg = HLE2A (7.34)
A+ 24u+u

Asimptotska je raspolozivost, medutim, jednaka zbroju asimptotskih vje-
rojatnosti radnih stanja sustava, odnosno zbroju vjerojatnosti 7, i P, . Ove se
vjerojatnosti mogu odrediti iz sustava algebarskih jednadzbi koji proizlazi iz
sustava diferencijalnih jednadzbi (7.27) za B (t)=P, (/)= P, (t)=0, pri emu
se umjesto trece jednadzbe koristi jednadzba B + P, + P, =1. Dakle,

2AP, - 4P, =0
—2AP, +(A+ )P, — P, =0 (7.35)
P+P +P =1

Iz ovog sustava jednadzbi dobiva se da je

2

N
V2R 4 20u+ it
24u
b= 2
247 +2 u+

(7.36)

a zbroj ovih dviju vjerojatnosti daje izraz (7.34), odnosno izraz za asimptot-
sku raspolozivost.

7.4 Raspolozivost idealnog dvokomponentnog sustava s
rezervom

Neka se pretpostavi obnovljiv dvokomponentni sustav s rezervom, da-
kle obnovljv dvokomponentni sustav s pasivhom zalihoS¢u ¢&ije komponente,
kad su uklju¢ene u djelovanje, imaju konstantne i jednake ucestalosti kvara
A i konstantne i jednake ucestalosti obnove u. U&estalost kvara komponen-
te, kad se nalazi u rezervi, jednaka je nuli, a komponenta se sigurno uklju-
Cuje u djelovanje u trenutku kvara komponente koja se nalazila u djelovanju
(Villemeur, 1992).
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Karakteristi¢na su sljedec¢a, medusobno iskljuciva, stanja sustava:

Stanje 1: Primarna se komponenta nalazi u radnom stanju, a
sekundarna je u rezervi.

Stanje 2: Primarna se komponenata nalazi u kvarnom stanju i
obnavlja se ili zamjenjuje ispravnom, a sekundarna se
komponenta nalazi u radnom stanju.

Stanje 3: Obje se komponente nalaze u kvarnom stanju.

Stanje 1 i stanje 2 radna su stanja sustava, a stanje 3 je kvarno.

UcCestalost prijelaza iz stanja 1 u stanje 2, ¢», jednaka je A, ucCestalost
prijelaza iz stanja 2 u stanje 3, 923, jednaka je A, a uCestalost prijelaza iz
stanja 2 u stanje 1, 49, i stanja 3 u stanje 2, ¢3,, jednaka je u. UCestalosti
prijelaza izmedu ostalih parova stanja sustava jednake su nuli. Matrica je
uCestalosti prijelaza izmedu stanja promatranog sustava oblika

an 9 93 - A 0
Q=191 9»n g |=| # —-(A+u) 4 (7.37)
q31 43 933 0 H - U

Dijagram stanja za odredivanje raspolozivosti promatranog sustava pri-
kazan je na slici 7.5.

g, =4 g =4

g, =H 4 =H

Slika 7.5. Dijagram stanja za odredivanje raspolozivosti idealnog
dvokomponentnog sustava s rezervom

Trenutacna raspolozivost 4(¢) promatranog sustava odredena je zbro-
jem vjerojatnosti njegovih radnih stanja u trenutku isteka vremena ¢, odnosno
vjerojatnosti stanja 1, P(¢), i vjerojatnosti stanja 2, P (¢), ili izrazom (7.25).
Pripadni Kolmogorovljev sustav diferencijalnih jednadzbi promatranog su-
stava, iskazan u vektorsko-matri¢nom obliku, jest
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s y) 0
(R@,B@),R)=(R),BO.BO)| u —(A+p) A (7.38)
0 M —H

odnosno oblika
B(6)+ AR(t) - Py (£)=0

P (1) = AR(t) +(A+ W) Py (t) = uPy(t) =0
P ()= AP, (1) + uP, (1) =0

(7.39)

RjeSavanjem ovog sustava linearnih diferencijalnih jednadzbi primje-
nom Laplaceovih transformacija, uz pocetni uvjet B(0)=1,7,(0)=P,(0)=0,
dobiva se sustav linearnih algebarskih jednadzbi oblika

(s+ DB ()~ P, () =1
AP () +(s+ A+ ()P, () ~ Py (5) =0 (7.40)
~ AP (s)+ (s + )P, () =0

RjeSavanjem ovog sustava linearnih jednadzbi dobiva se izraz za P (s).
On je oblika

AZ
B(s)=
3 () s|_s2+2(l+,u)s+/12+l/1+,u2_| (7.41)
Taj se izraz moZe iskazati u obliku
y s (7.42)

BO= e

pri Cemu su r, i r, korijeni polinoma u zagradi nazivnika izraza (7.41). Oni
su oblika

r=—(A+ )+ Au (7.43a)
r=—(A+ ) - (7.43b)

i za svako (pozitivno) 4 i ¢ imaju negativne vrijednosti.

Inverzna Laplaceova transformacija izraza (7.42) daje izraz za P,(¢). Onje
oblika
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Va r r
P()="—+ e — e (7.44)
nn o h(h=n) n(r—r)

Uvrstenjem ovog izraza u izraz (7.25) dobije se izraz za trenutacnu ras-
polozivost promatranog sustava. Dakle,

4= WA R(ne" —re™) (7.45)
U Zadurpt rn(n-n)

Dijagramima na slici 7.6. prikazana je vremenska ovisnost trenutacne
raspolozivosti promatranog sustava uz razliCite odnose ucestalosti obnove
prema ucestalosti kvara komponenata kao parametre.

A
As(1)
- £=1007_ 4,99990
——%or— 099961
0,098 N\ —— 099762
0,996 1
0994 -
0992 |
................................................................................ 0,99099
0% : | | | —
0 0.1 0.2 03 04 0.5 t(l)
7

Slika 7.6. Vremenski dijagrami raspolozivosti idealnog dvokomponentnog sustava
S rezervom

Asimptotska raspoloZivost 4sovog sustava prema definiciji je jednaka
grani¢noj vrijednosti njegove trenuta&ne raspoloZivosti ako vrijeme tezi u be-
skonacnost. Ako se to primijeni na izraz (7.45), ta je raspolozivost odredena
izrazom

_ Mt
SR du+ (7.46)
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Asimptotska raspolozivost takoder je jednaka zbroju asimptotskih vje-
rojatnosti radnih stanja sustava, odnosno zbroju vjerojatnosti £ i P,. Te se
vjerojatnosti mogu odrediti iz sustava algebarskih jednadzbi koji proizlazi iz
sustava diferencijalnih jednadzbi (7.39) za P'(r)=P, (t)= P, (t) =0, pri cemu
se umjesto trece jednadzbe uzima jednadzba P, + P, + P, =1. Dakle,

AP, — uP, =0
— AP +(A+ )P, — P, =0 (7.47)
B+P+P =1

Iz ovog sustava jednadzbi dobiva se da je

2

_H

A+ (7.48)
Au

A+ A+

R:

a zbroj ovih dviju vjerojatnosti daje izraz (7.46), odnosno izraz za asimptot-
sku raspolozivost.
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Dodatak A

OSNOVE TEORIJE VJEROJATNOSTI |
SLUCAJNIH PROCESA

A1 Dogadaji

A1.1 Pojam dogadaja

Matemati¢ko modeliranje mnogih fizikalnih i drugih veli¢ina i pojava te-
melji se na podacima dobivenih mjerenjem ili opazanjem njihovih karakte-
ristinih obiljezja.

Pokus je aktivnost kojom se obavljaju mjerenja ili opaZzanja karakteri-
sti¢nih obiljezja neke veli€ine ili pojave. Svako ponovljeno mjerenje ili opaza-
nje naziva se pokusajem, a rezultat je svakog pokusaja ishod pokusa. Ako
je ishod svakog pokusa neizvjestan, radi se o sluéajnom pokusu. Svaki
moguci ishod slu€ajnog pokusa predstavlja elementarni dogadaj, obi¢no
oznacen s w, a skup svih mogucih ishoda sluajnog pokusa tvori prostor
elementarnih dogadaja, obi¢no oznacen s Q.

Definirani podskupovi elementarnih dogadaja prostora elementarnih
dogadaja Q nazivaju se dogadajima, obi¢no oznacenim s 4, B, ... (Trivedi,
1982).

A1.2 Unija, presjek i komplement dogadaja

Iz dogadaja 4, B, ... , koji predstavljaju odredene podskupove elemen-
tarnih dogadaja prostora Q, mogu se izvesti i drugi dogadaiji u prostoru .

Unija dogadaja 4 i B, oznaCena s 4 u B, dogadaj je koji se ostvaruje na-
stupom onih elementarnih dogadaja prostora Q kojima se ostvaruje dogadaj
A ili dogadaj B ili oba ova dogadaja.

Presjek dogadaja 4 i B, oznaten s AN B, dogadaj je koji se ostvaruje
nastupom samo onih elementarnih dogadaja prostora Q kojima se ostvaruje
i dogadaj 4 i dogadaj B.

Ako dogadaji 4 i B nemaiju nijedan zajednicki elementarni dogadaj, ta su
dva dogadaja medusobno isklju€iva. Za takve je dogadaje 4AnB = @, pri
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¢emu je s © oznacen prazan skup, odnosno skup bez ijednog elementarnog
dogadaja.

Komplement dogadaja 4, oznagen s 4¢, dogadaj je koji se ostvaruje
nastupom svih elementarnih dogadaja prostora € kojima se ne ostvaruje
dogadaj A.

Budu¢i da su dogadaj 4 i njegov komplement 4¢ uvijek medusobno is-
kljucivi dogadaiji, njihov je medusobni presjek prazan skup, a njihova medu-
sobna unija prostor Q. Dakle,

ANA°=0

AUVA=Q

Vennovi dijagrami daju graficku predodZzbu dogadaja u prostoru Q.
Na Slici A.1 prikazani su Vennovi dijagrami za dogadaje 4, B, AUB i ANnB
u prostoru Q.

Q Q
Dogadaj 4 Dogadaj B
Q /¢"‘~\\Q
7 \
1 B )
- 7
s m S
A
N
Dogadaj AU B Dogadaj AN B

Slika A.1. Vennovi dijagrami za dogadaje 4, B, AU B i AN B u prostoru Q.
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A2 Vijerojatnost dogadaja

A2.1 Pojam vjerojatnosti dogadaja

Ako prostor Q tvore diskretni elementarni dogadaji, odredeni su pod-
skupovi tog prostora dogadaiji. Prema Trivedi (1982), pridruzi li se nekom
dogadaju 4 realni broj p{4}, P{4} je vjerojatnost dogadaja 4 ako su zado-
voljena sljedeca tri aksioma vjerojatnosti:

Aksiom 1: Za neki dogadaj 4 u prostoru € vrijedi
P(A4)=0
Aksiom 2: Za dogadaj Q, odnosno sigurni dogadaj, vrijedi
P(Q)=1

Aksiom 3: Za medusobno iskljuive dogadaje 4,, 4, ... vrijedi

P(4, U A, U..)=P(4)+P(4)+..

Ta tri aksioma vjerojatnosti omogucavaju izgradnju teorije vjerojatnosti.
Pritom vrijede odredeni teoremi vjerojatnosti, od kojih su znacajniji:

» Za neki dogadaj 4 u prostoru Q vrijedi
0<P(A)<1
« Zadogadaj @, odnosno nemogué dogadaij, vrijedi
P(@)=0
* Zadogadaj 4¢, odnosno komplement dogadaja 4 u prostoru Q, vrijedi
P(49) =1 - P(4)
* Zauniju od » medusobno isklju€ivin dogadaja 4, 4,, ..., 4,, u prostoru
Q, vrijedi

P(A, U A, U..OA)=P(A)+P(4)+..+P(A)

« Za proizvoljne dogadaje A i B u prostoru Q, vrijedi

P(AU B) = P(4) + P(B) — P(AN B)
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A2.2 Uvjetna vjerojatnost dogadaja

Ako je vjerojatnost nastupa dogadaja B uvjetovana nastupom dogadaja
A, kaZe se da se radi o uvjetnoj vjerojatnosti od B za dani 4, koja se ozna-
Cava s P(B|4) (Trivedi, 1982). Ako je P(A4) > 0, za tu vjerojatnost vrijedi

P(AN B)

P(B|4) = PA)

Analogno tome, ako je P(B)>0, za uvjetnu vjerojatnost od 4 za dani B
vrijedi
P(ANB)

PUAIB) = ~pp)

Iz prethodnih dviju uvjetnih vjerojatnosti proizlazi da je

P(AN B)= P(4)P(B|4) = P(B)P(4|B)

A2.3 Vjerojatnost neovisnih dogadaja
Neka su dogadaji 4 i B takvi da je
P(B|4)=P(B) i P(4B)=P(4)
To znaci da vjerojatnost nastupa dogadaja B ne ovisi o nastupu ili ne-

nastupu dogadaja 4 i obratno, odnosno da su 4 i B medusobno neovisni
dogadaiji. Za takve dogadaje vrijedi

P(4 N B) = P(4)P(B)

Prema tome, za medusobno neovisne dogadaje 4 i B vjerojatnost njiho-
vog medusobnog presjeka jednaka je umnosku njihovih vjerojatnosti.

Ako su dogadaji 4 i B medusobno neovisni, za vjerojatnost njihove unije
vrijedi

P(A\U B) = P(4) + P(B) — P(A)P(B)
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A2.4 Totalna vjerojatnost dogadaja

Neka su 4, 4,,... medusobno iskljucivi dogadaji (4, N 4, = za sve j = j),
Q=404 U..iP4)>0i=12,....

Za neki dogadaj B koji je

B=BNQ=BN(4U4,U..)=(BNA4)U(BN4,)u.., pri¢emu su dogadaji
BN A4,,BN 4,, ... takoder medusobno iskljucivi, iz uporabe Aksioma 3 i pravila
za uvjetnu vjerojatnost od B za dano 4,,4,,... proizlazi da je

P(B)=) P(BN4) = P(4)P(B|4)

§to je totalna vjerojatnost dogadaja B.

A3 Sluéajne varijable
A3.1 Pojam i osnovna obiljezja slu€ajnih varijabli

Za neki prostor elementarnih dogadaja Q, slu€ajna varijabla, obi¢no
oznacena s X, funkcija je koja svakom elementarnom dogadaju prostora Q
pridruzuje neki realni broj. Slu¢ajna varijabla koja poprima prebrojivo mnogo
mogucih vrijednosti naziva se diskretnom slu¢ajnom varijablom. Ako tih vri-
jednosti ima neprebrojivo mnogo, radi se o kontinuiranoj slu€ajnoj varijabli.

Funkcijom razdiobe vjerojatnosti slucajne varijable X, obi¢no oznace-
nom s F(x), u potpunosti su odredena svojstva sluc¢ajne varijable X. Ovom
je funkcijom definirana vjerojatnost da slu€ajna varijabla X poprimi vrijednost
maniju ili najvise jednaku proizvoljno odabranoj vrijednosti X. Dakle,

F(x) = P(X £x)
Osnovna su svojstva ove funkcije:
(1) 0<F(x)<1
(2) lim F(x)=0; limﬂF(x) =1

(3) F(x) je neopadajuca s rastuéom vrijednoS¢u X
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Cesto je od interesa poznavanje samo nekih integralnih pokazatelja
razdiobe slu€ajne varijable X. Najznacajniji su matematicko o€ekivanje,
obi¢no oznageno s E[x], i disperzija, obi¢no oznatena s D[.x], kao i vrijed-
nost njezinog drugog korijena, nazvana standardnom devijacijom, obi¢no
oznatenas Oy .

A3.2 Diskretna slu¢ajna varijabla
A3.2.1 Pojam i osnovna obiljeZja diskretne slucajne varijable

Diskretna slu€ajna varijabla X definirana je ako je poznata vjerojatnost
p; svake njezine moguce vrijednosti x;, pri Cemu je i = 1, 2, ... . Dakle,

pi:P(X:x[)

Ako diskretna slu€ajna varijabla X mozZe poprimiti samo konacan broj
mogucih vrijednosti, zbroj je vjerojatnosti p; svih mogucih vrijednosti x; te va-
rijable jednak jedinici. Dakle,

Zpi =1

i

Polazeci od opce definicije, funkcija razdiobe vjerojatnosti F(x) diskret-
ne slu¢ajne varijable X dana je izrazom

F(x)=)p,

X‘.<X

Matemati¢ko odekivanje E[X] odredeno je opéim izrazom
E[X] = inpi

a disperzija D[x |izrazom
Dlx]=3[x - ElxT p,

A3.2.2 Binomna razdioba diskretne slucajne varijable

Diskretna slu€ajna varijabla X ima binomnu razdiobu s parametrima »
i p ako je vjerojatnost p, broja izvedenih pokusa x s relevantnim ishodima, od
ukupno #n izvedenih pokusa, odredena izrazom
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p.=P(X =x) =(Z)p*(1—p)“

pri Cemu je p vjerojatnost nastupa relevantnog ishoda pri izvodenju sva

kog pokusa, a
n) n!
x) X(n-x)!

Pripadna je funkcija razdiobe vjerojatnosti F(x) oblika

F(x)=ﬁ(f}z"(1—p)“
i=0

Matemati¢ko je otekivanje E[X] ove razdiobe
E[X]: np
a njezina disperzija D[.x]
D[X]=np(1-p)
A3.3 Kontinuirana slu¢ajna varijabla

A3.3.1 Pojam i opCa obiljeZja kontinuirane slu¢ajne varijable

Kontinuirana sluéajna varijabla X obiljeZzena je funkcijom razdiobe
vjerojatnosti F(x) opcéeg oblika

F() = [ f(u)du

pri ¢emu se podintegralna funkcija f(x), koja je zapravo derivacija funkcije
razdiobe vjerojatnosti F(x), naziva funkcijom gustoce vjerojatnosti.

Osnovna su svojstva ove funkcije:

(1) f(x)=20 za—w<x<o0

(2) [feodx=1
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Matematicko je ogekivanje E[X] kontinuirane slu¢ajne varijable

0

E[x]= [xf(x)dx

a njezina disperzija D[x]

Dlx]= T[x—E(X)]Zﬂx)dx

—00

Vjerojatnost da slu€ajna varijabla X poprimi vrijednosti unutar intervala
(a,b), odnosno P(a < X <b), jest

P(a< X <b)=P(X <b)-P(X <a)
= F(b)-F(a)

b
= j f(x)dx

A3.3.2 Eksponencijalna razdioba kontinuirane slucajne varijable

Kontinuirana slu€ajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s pa-
rametrom ¢, ¢ > 0, ako je njezina funkcija gustoce vjerojatnosti f(x) oblika

J(x)=ge™ ; x=0
Pripadna je funkcija razdiobe vjerojatnosti F(x) oblika
Fx)=1-e" ; x>0
Matematicko je ocekivanje E[x] ove razdiobe

E[x]=1
q

a njezina disperzija D[Xx] je
1

2

q

Dlx]=

Posebno svojstvo slu¢ajnih varijabli s eksponencijalnom razdiobom pred-
stavlja njihovo svojstvo takozvanog ,nepamcenja“ jer za ovu razdiobu vrijedi
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P(X>x+u‘X>x)=P(X>u) za x,u=0

Drugim rije€ima, ako ve¢ poprimi vrijednost vecu od x, vjerojatnost da
sluc¢ajna varijabla X poprimi vrijednost ve¢u i od x+u jednaka je vjerojatnosti
da poprimi vrijednost samo ve¢u od u. Ovo se jednostavno dokazuje jer je,
s jedne strane,

P(X>u)=1-P(X <u)=1-(1—-e™)=e "

a s druge strane,

— <
P(X>x+u‘X>x):P(X>x+u):1 P(X_x+u):
P(X >x) 1-P(X <x)
_1=d=e)
1-(1-e)

Dakle, rezultat je isti, Cime je svojstvo ,nepamcenja“ dokazano.

A4 Sluéajni procesi

A4.1 Pojam slu€ajnog procesa

Prema Ross (1983), sluéajni proces, obiéno oznaden s {X(t).teT},
skup je slu¢ajnih varijabli, pri ¢emu je za svako ¢ iz skupa 7, X(¢) slu€ajna va-
rijabla. Ako ¢ predstavlja vrijeme, X(¢) predstavlja stanje slu¢ajnog procesa
u trenutku isteka vremena ¢, racunajuci od pocetnog trenutka ¢ =0.

Ako su promjene stanja sluajnog procesa moguce u bilo kojem tre-
nutku tijekom vremena, radi se o vremenski kontinuiranom slu¢ajnom
procesu. Takav proces ima neovisne priraste ako je broj promjena stanja
procesa tijekom odvojenih razdoblja medusobno neovisan. Slu€ajni proces
ima stacionarne priraste ako je razdioba broja promjena stanja procesa
tijekom bilo kojeg razdoblja ovisna samo o trajanju tog razdoblja.
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A4.2 Homogen Markovljev proces

A4.2.1 Pojam homogenog Markovijevog procesa

Sluc€ajni je proces {X ®),t> 0} Markovljev proces ako za sva vremena
s,¢ >0 i nenegativne cijele brojeve i, j,x(u), pri €emu je 0<u <s, vrijedi

P{X(s+0)= jIX(s) = ;X () = x(u)}= P{X (s +1) = j|X (5) =}

Drugim rije€ima, Markovljev proces slu€ajni je proces koji ima svojstvo
da uvjetna razdioba vjerojatnosti stanja procesa u trenutku (s+?) za dano
sadasnje stanje procesa u trenutku s i sva proSla stanja ovisi samo o sa-
dadnjem stanju. Pritom, ako P{X(s+t):j\X(s):i} ovisisamooraneio
s, Markovljev proces ima stacionarne ili homogene vjerojatnosti prijelaza. U
tom se slucaju radi o homogenom Markovljevom procesu.

A4.2.2 Vjerojatnosti prijelaza izmedu stanja procesa

Neka se pretpostavi homogen Markovljev proces s n mogucih stanja.
Vjerojatnost prijelaza procesa iz (nekog njegovog) i-tog u (neko njegovo)
J-to stanje, oznacena s p,(¢) tijekom vremena ¢, definirana je vjerojatno$cu
da se taj proces, koji se u trenutku =0 nalazi u i-tom stanju, nade u j-tom
stanju u trenutku isteka vremena ¢ proteklog od trenutka ¢ =0. Dakle,

P(t)=P(X(1) = | X (0)=1)

Osnovna su svojstva F,(¢):

(1) P(20zat=0 isvei,j=1,2,...,n
(2) z"“Pj(t):l zat=0isvakoi=1,2,..,n
Jj=1

(3) Pﬂ.(t):l—ili.(t) zat>0isvakoi=1,2,..,n

J=1
J#
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A4.2.3 Ucestalosti prijelaza izmedu stanja procesa

Neka se pretpostavi homogen Markovljev proces s n mogucih stanja.
Ucestalost prijelaza procesa iz (nekog njegovog) i-tog u (neko njegovo) j-to
stanje u trenutku 7, oznageno s g (¢), definirana je grani¢nom vrijedno$cu
omjera vjerojatnosti da se proces koji se u trenutku ¢ nalazi u i-tom stanju nade
u j-tom stanju u trenutku z + Ativremena At ako ono tezi k nuli. Dakle,

. P(X@+An=jlX(0)=i) . P(t,t+Ar)
g;(t)=lim = lim 2
At—0 At At—0 At

Ako je proces homogen, F;(¢,¢+At) ne ovisio ¢, ve¢ samo o At, iz Cega
proizlazi

q; (1) =q; = konst.
Osnovna su svojstva g; :

(1) g,>0 zasvako j=#i

2) qu‘j =0 zasvakoi=1,2,..,n

Jj=1

(3) g,=->.4, zasvakoi=1,2,..,n
J=1

JE

A4.2.4 Trenutalne vjerojatnosti stanja procesa

Vjerojatnosti nekog j-tog stanja homogenog Markovljevog procesa u
trenutku isteka vremena ¢ proteklog od trenutka ¢ =0, odnosno vjerojatnost
oznaCena s P,(t), predstavlja trenutacnu vjerojatnost j-tog stanja proce-
sa. Prema Ross (1983), uz poznate uCestalosti prijelaza izmedu svih stanja
procesa i tog j-tog stanja, vrijedi Kolmogorovljeva diferencijalna jednadz-
ba oblika

P)=Y.4,P0)

Ako su poznate poCetne vjerojatnosti svih stanja procesa, odnosno
P(0),i =1,2,...,n, odnosno ako je poznat redni vektor pocetnih vjerojatnosti
stanja procesa oblika
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P(0)=(£(0),£(0) -~ F,(0))

vjerojatnosti su stanja procesa u trenutku isteka vremena ¢ proteklog od trenut-
ka ¢=0, odnosno vjerojatnosti P,(¢),j=1.2,...,n, riesenja Kolmogorovijeva
sustava diferencijalnih jednadzbi oblika:

Pl(t) =h[(0q,, +B()q,, +---+P,(0)q,,

Py(t)= P ()qy, + P ()5, + -+ P, (1)q,

P,(1)= P,(1)q,, + P,()q,, +---+ P,(1)q,,
ili u skracenom vektorsko-matricnom obliku:
P’(6)=P»HQ

Pritom je s P’(¢) oznaCen redni vektor derivacija vjerojatnosti stanja
procesa oblika

P\(0) =(R (1), P, ()~ P, (1))
s P(¢) redni vektor vjerojatnosti stanja procesa oblika
P()= (R0, P, 0, - F, (1),

a s Q kvadratna matrica ucestalosti prijelaza izmedu stanja procesa oblika

91 92 - Y
Q= q:21 q:22 q?n
qnl qn2 qnn

Primjer A1

Neka se pretpostavi homogen Markovljev proces s dva moguca stanja,
oznacena s 1 i 2. Nadalje, neka se pretpostavi da su poznate ucestalosti
prijelaza izmedu stanja procesa, odnosno ¢, 1 ¢,,, te da se u trenutku =0
taj proces nalazi u stanju 1. Treba odrediti vjerojatnost stanja 1 i stanja 2 tog
procesa u trenutku isteka ¢ jedinica vremena nakon toga.
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Rjesenje
Vjerojatnosti stanja promatranog procesa u trenutku ¢, odnosno P, (t) i

P, (1), rieSenja su Kolmogorovljeva sustava diferencijalnih jednadzbi, skrace-
no prikazanog u obliku

(B.(0).P()= (P, (1).P, (r)){q“ ‘1“}
91 492
iz Cega proizlazi da je
P](t) =g, B +q, (1)
Pz(t) =q,,B () +q,,P (1)

Buduéi da proces ima samo dva stanja, iz Cega proizlazi da je

P,(t)=1-P,(t) odnosno ¢, = -q,,, diferencijalna jednadzba za odredivanje
P,(t) poprima oblik

Plv(t)"‘(‘hz +q,)B () =q,,

PomnoZi li se ova jednadzba s ((4:+%)" dobiva se
t ! 127421t
e [P0+ (g1, + 4R (D] =g €7
Buduéi da je lijeva strana ove jednadzbe zapravo derivacija izraza
Pl (t) e(‘lyz*‘]u)t

proizlazi da je

d
E [6(1112+‘121)1P1 (l)]= e e(‘hz*‘{m)l

Integrira li se ova jednadzZba po vremenu ¢, dobiva se

e(‘]lz"’%l)t I)l(t): 921 e(qlz‘*"bl)l +C
G912 t4q2

Za t=0, pri Cemu je P,(0) =1, konstanta je integracije
C= 912
912 t 4y

UvrStenjem te konstante u gornju jednadzbu i njezinim dijeljenjem s
et dobiva se da je F(f) odredena izrazom

(@t ga)t
Pl(t)z 921 + q12 e 62t

di2t492 4912 T4
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iz Cega proizlazi da je, zbog P,(t)=1-P,(¢), izraz za P,(¢) oblika

di2t4q 4912 T4

~(qi2+gx0)t
P(t)= q12 qi2 e 2t

A4.2.5 Asimptotske vjerojatnosti stanja procesa

Nerijetko je od interesa odredivanje samo vjerojatnosti stanja homoge-
nog Markovljevog procesa kad vrijeme tezi u beskonacnost, odnosno odre-
divanje asimptotskih vjerojatnosti stanja procesa. Za te vjerojatnosti sta-
nja vrijedi

}i_r}rmlej(t) =P = konst. za j=12,...n

i one ne ovise o poCetnom stanju procesa.
Bududi da su asimptotske vjerojatnosti stanja procesa konstantne, vrijedi
llij(t) =02za j=12,..,n

odnosno derivacije vjerojatnosti stanja Markovljevog procesa ako vrijeme ¢
teZi u beskonacnost jednake su nuli.

Asimptotske vjerojatnosti stanja homogenog Markovljevog procesa
rieSenja su sustava linearnih algebarskih jednadzbi proizaslih iz pripadnog
sustava Kolmogorovljevih diferencijalnih jednadzbi u kojima se pretpostav-
lja da su derivacije vjerojatnosti svih stanja procesa jednake nuli. Proizasli
sustav linearnih algebarskih jednadzbi moze se skra¢eno izraziti u obliku

PHQ=0
pri Eemu je s 0 oznaen n-komponentni redni vektor s elementima jednakim
nuli.

Primjer A2

Treba odrediti asimptotske vjerojatnosti stanja Markovljeva procesa iz
primjera A1.
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Rjesenje

Asimptotske vjerojatnosti stanja 1 i stanja 2, oznaene s P, i P,, odre-
dene su grani¢nim vrijednostima trenutacnih vjerojatnosti ovih stanja, ozna-
Cenims B(¢) i P,(r), dobivenih u primjeru A7, ako vrijeme ¢ tezi u beskonac-
nost. Dakle,

B =1lim P,(¢) -9
e 912t 4y
P, =lim P, (1) =—12—
e 9, + 4,

Ove se vjerojatnosti mogu, medutim, dobiti iz sustava algebarskih jed-
nadzbi izvedenog iz Kolmogorovljevog sustava diferencijalnih jednadzbi za
odredivanje vjerojatnosti p(r)i P,(¢), izloZenog u primjeru A7, ako se u tim
jednadzbama pretpostavi da su derivacije ovih (vremenski ovisnih) vjerojat-
nosti jednake nuli, uzimajuci u obzir da je njihov zbroj jednak jedinici. Dakle,

g8 —q,P, =0
P+P =1

Uzme li se u obzir joS i Cinjenica da je 4,1 =—4,>, dobiva se da je

P= 9
912 +42

P = q1>
G912+ 45

$to je identi¢no prethodno dobivenom rezultatu.

A4.2.6 Apsorbirajuca stanja procesa

Ako homogeni Markovljev proces sadrzi stanje koje, kad ga poprimi, ne
moze napustiti sve dok se sustav ne vrati u po€etno stanje, takvo se stanje
naziva apsorbirajuéim stanjem procesa. Dakle, uCestalost prijelaza ho-
mogenog Markovljevog procesa iz apsorbiraju¢eg u bilo koje drugo stanje
jednako je nuli. Za neko i-to apsorbirajuée stanje tada vrijedi

q; =0zasvako ;=12 .n; j#i
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Dodatak B
OSNOVE LAPLACEOVIH TRANSFORMACIJA

Neka je f(x) neka funkcija realnog argumenta x, definirana za x>0 s
vrijednostima na skupu realnih ili kompleksnih brojeva. Nadalje, neka je s re-
alni ili kompleksni parametar. Tada je Laplaceov transformat funkcije £(x)
funkcija, oznaCena s F(s), definiran s

0

F(s)= je f(x)dx

0
za svaki s za koji ovaj nepravi integral konvergira.

Prema Elezovi¢ (2010), pridruzivanje f(x)— F(s) naziva se
Laplaceovom transformacijom funkcije f(x) i oznatava s L{f(x)}.
Obrnuto pridruzivanje, odnosno pridruzivanje F(s) — f(x) naziva se inver-
znom Laplaceovom transformacijom funkcije F(s) i oznagdavas L'{F(s)}.
Funkcija f(x) obi¢no se naziva originalom ili gornjom funkcijom, a njezin
Laplaceov transformat F(s) slikom ili donjom funkcijom.

UobiGajeni je nacin obratnog pridruZivanja originalne funkcije f(x)
Laplaceovom transformatu F(s) uporaba tablica inverznih Laplaceovih tran-
sformacija. Ako funkcija F(s)nije tablicnog oblika, prethodnom se priklad-
nom algebarskom obradom dovede u takav oblik. Neka osnovna svojstva
Laplaceovih transformacija navedena su u Tablici B1, a originalne funkcije
f(x) pridruzene nekim Laplaceovim transformatima F(s) navedene su u
Tablici B2.

Primjer B1

Neka se pretpostavi homogen Markovljev proces s dva moguca stanja,
oznacena s 1 i 2. Nadalje, neka se pretpostavi da su poznate ucestalosti
prijelaza izmedu stanja procesa, odnosno ¢, i ¢,;, te da se u trenutku =0
taj proces nalazi u stanju 1. Treba odrediti vjerojatnost stanja 1 i stanja 2 tog
procesa u trenutku isteka ¢ jedinica vremena nakon toga.

RjeSenje
Vjerojatnosti stanja promatranog procesa u trenutku ¢, odnosno P,(¢) i

P,(#), rieSenja su Kolmogorovljeva sustava diferencijalnih jednadzbi skrace-
no prikazanog u obliku
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(BO.PO) = (B (0., (t)){qn %z}
41 92

iz Eega proizlazi da je
E(t) =q,, b )+ q,, B ()
Pz(t) =q,,5(0) +q,,5(0)
Buduci da proces ima samo dva stanja, pri ¢emu je P (t)=1-F(t) odno-
SNo ¢, = - ¢, diferencijalna jednadzba za odredivanje P,(¢) poprima oblik
E(t) +(g+ 0RO =9,
Laplaceova transformacija ove diferencijalne jednadzbe oblika je

SE'(5) = B(0) + (¢, + ) B (5) =%

pri ¢emu je B’'(s)Laplaceov transformat vremenske funkcije P(¢)
Uzimajuci u obzir da je B(0)=1, dobiva se da je
S+4q,,

B (s)=——F—
s(s+q,+4q,)

Buduci da Laplaceov transformat B"(s) u ovom obliku nije prikladan za
izravno tabliéno odredivanje originalne funkcije, odnosno funkcije A (¢), de-
sha strana ove jednadzbe rastavlja se na parcijalne razlomke oblika

_ S*tq4y A4, B
S(S+qin+4qr) S Sty
iz Cega proizlazi da je
S+qy =(A+B)s+A(q1, +q21)
odnosno
A+B=1
A(q1> +921) =92
Iz ovog sustava jednadzbi proizlazi da je
A= 42
412 42
B= 912
912 Y42
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Prema tome, izraz za P’ (s)moZe se prikazati u obliku

9> 91>
P'(s)= G2t 901 Gt
1
s S+q,+ g,

Inverzna Laplaceova transformacija ovog izraza daje izraz za P,(t). On
je oblika
R(t) = q21 + qu e’(qlerqzl)t
Qi +4q21 G2t 4qn

Iz P,(+)=1-PR(¢) proizlazi da je izraz za P,(¢) oblika

~(q+gy)t
912 e

P(y=—H——
42149, G t4qyn
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Tablica B1: Neka osnovna svojstva Laplaceovih transformacija

Svojstvo Domena originala Domena transformata
B1.1 Linearnost a,f,(x)+a, f,(x) a,F(s)+a,F,(s)
B1.2 | Promjena skale af (ax), a>0 F[Z]
e f(x) F(s—a)
B1.3 | Pomak fe-ault—a)a>0 e F(s)
d"f(x) f(")(t) S"F(s)fs"_lf(ﬁL 0),_“
PR _ 1)
B1.4 | Deriviranje dx T (+0)
(_ 1)n x"f(x) d F(s)
ds"
_X[ £(¢)ar Lr (s)
0 S
B1.5 Integriranje ©
/() [ F()az
X s
Konvolucija [
B1.6 SO ~t)de F(s)R (s
(5 1) [ A0 (5)7s)
B17 Teorem o podetnoj i lim f(x) lim SF(s)
konagnoj vrijednosti lim f(x) lim SF(s)
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Tablica B2: Originalne funkcije pridruzene nekim Laplaceovim transformatima

Oznaka Laplaceov transformat F(s) Originalna funkcija f(x)
B2.1 1 Impuls 5(0)
B2.2 é Jedini¢ni skok u x=0
1 xn—l
—, n=12,..
B2.3 s" 8 (n—1)
1 n—1
n=12,.. T
B2.4 (S +a) (n—l)!e
n ai n (ax)[efax
B2.5 2 a) 20: i
! ﬂ >0 xﬂileiax n!
B2.6 (s+af %) B=n—>T(B)=(n-1)
1 —bx —ax
—, b e —e
B2.7 (s+a)s+b) “r a—b
S —ax —bx
S b ae ™ —be
B2.8 (s+a)(s+b) ar T a-b
1 (c=b)e™ +(a—cle™ +(b—a)™
,a#zb#c
B2.9 (s +a)s +b)s +0) (@—b\b—cle—a)
B2.10 ‘ L (ax)
) 21 g’ . sin(ax
S
B2.11 Z1g’ cos(ax)
|
B2.12 Cipf o —e sinfax)
s+
B2.13 s+ B +a e Pcos(ax)
s 1
B2.14 (s2 +a2) Esm(ax)
P(S) & C P(ak) a,x ' dQ(S)
—< = - — e a,)=—|._,
B2.15 0 Ols) [1 (s —a;) 2 0 ) 0'la,) ===
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POPIS KRATICA SA ZNACENJIMA

A

AS
ABC, ...
A(t)
Ag(1)
A1)
P
AUB
ANB
Dlx]
E[x]
F(x)
)

F(t)

f@®

G(t)

g(1)
L{F(x)}=F'(s)
LF (s)}=F)
M(1)

MTTF

MTTF,

MTTR

0

P(A)

P(AB)

P,
P(2)
P (s)
P(0)
P(t)

asimptotska raspolozivost jednokomponentnog sustava
asimptotska raspolozivost viSekomponentnog sustava
dogadaiji

trenutacna raspoloZivost komponente

trenutacna raspolozivost sustava

intervalna raspolozivost

komplement dogadaja 4

unija dogadaja 4 i B

presjek dogadaja 4 i B

disperzija slucajne varijable X

matematicko oCekivanje slucajne varijable X

funkcija razdiobe vjerojatnosti slu€ajne varijable X

funkcija gustoce vjerojatnosti kontinuirane slu¢ajne
varijable X

razdioba vremena do kvara komponente

gustoca kvara komponente

razdioba vremena do obnove komponente

gusto¢a obnove komponente

Laplaceova transformacija funkcije F'(x)

inverzna Laplaceova transformacija funkcije £ (s)
obnovljivost komponente

srednje vrijeme do kvara komponente

srednje vrijeme do kvara sustava

srednje vrijeme do obnove komponente

redni vektor s n elemenata jednakih nuli

vjerojatnost dogadaja 4

uvjetna vjerojatnost dogadaja 4 za dani dogadaj B
asimptotska vjerojatnost j-tog stanja slu¢ajnog procesa
vjerojatnost j-tog stanja slu€ajnog procesa u trenutku ¢
Laplaceova transformacija vjerojatnosti funkcije P (1)
redni vektor pocetnih vjerojatnosti slu€ajnog procesa

redni vektor vjerojatnosti stanja slu¢ajnog procesa u
trenutku ¢
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B0

Pi(s)
P(t)

Py (1)

118

derivacija vjerojatnosti j-tog stanja slu¢ajnog procesa u
trenutku ¢

Laplaceova transformacija vjerojatnosti funkcije Pj(t)

redni vektor derivacija vjerojatnosti stanja slu¢ajnog
procesa u trenutku ¢
vjerojatnost prijelaza iz i-tog u j-to stanje slu¢ajnog
procesa u vremenu ¢

parametar eksponencijalne razdiobe kontinuirane slu€ajne
varijable

uCestalost prijelaza iz i-tog u j-to stanje homogenog
slu¢ajnog procesa

kvadratna matrica ucestalosti prijelaza izmedu stanja
slu¢ajnog procesa

reducirana matrica uCestalosti prijelaza izmedu stanja
slu¢ajnog procesa

pouzdanost komponente

pouzdanost sustava

blok dijagram pouzdanosti neobnovljivog sustava
vrijeme do kvara komponente

vrijeme do obnove komponente

ucCestalost kvara komponente

konstantna uestalost kvara komponente
konstantna ucestalost kvara sustava
ucestalost obnove komponente
konstantna ucestalost obnove komponente
standardna devijacija slu€ajne varijable X
prostor elementarnih dogadaja
elementarni dogadaj

nemoguc¢ dogadaj



KAZALO POJMOVA

A
aktivna zalihost 66
apsorbirajuce stanje procesa 107
apsorbirajuce stanje sustava 61
asimptotska vjerojatnost stanja
procesa 106

B
Bernoulijevi pokusaji 46
binarna komponenta 14
binomna razdioba diskretne
slu€ajne varijable 98
blok dijagram pouzdanosti (RBD)
sustava 37-38

C
¢voriSte RBD sustava 38

D

disperzija 98

dogadaji 93
elementarni 93
medusobno iskljucivi 93
medusobno neovisni 96
nemoguci 95
sigurni 95

E
eksponencijalna razdioba
kontinuirane slu¢ajne varijable
100

elementarna funkcija komponente 13

F
funkcija gustoce vjerojatnosti

kontinuirane slu€ajne varijable 99

funkcija razdiobe vjerojatnosti 97
diskretne slucajne varijable 99
kontinuirane slu¢ajne

varijable 99

G
gustoca
kvara komponente 18
obnove komponente 30

H
homogen Markovljev proces 102

I
integralna funkcija sustava 13
inverzna Laplaceova
transformacija 109
ishod pokusa 93

K

karakteristiCna stanja sustava 60
klju€na komponenta sustava 58
Kolmogorovljeva diferencijalna

jednadzba 103
Kolmogorovljev sustav

diferencijalnih jednadzbi 104
komplement dogadaja 94
komponenta sustava 13
komutator sustava 59
konstantna ucestalost

kvara komponente 25

obnove komponente 34
kvar

komponente 17

sustava 11
kvarno stanje

komponente 14

sustava 11
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L
Laplaceov transformat 109
Laplaceova transformacija 109
logisti¢ka podrska sustava 16

M
Markovljev proces 102
matemati¢ko ocekivanje 98
matrica ucestalosti prijelaza izmedu
stanja procesa 80, 104
stanja sustava 61
meduovisne komponente 59
metoda
klju¢ne komponente 56
uspjesSnih staza 55

N
nepouzdanost sustava 43

(0]
obnavljanje sustava 11
obnova
komponente 29
sustava 11
obnovljivost
komponente 32
sustava 11, 16
odrZavanje sustava 15
korektivno 15
prema stanju 15
preventivno 15
redovno 15
original ili gornja funkcija 109
orijentirana
grana RBD sustava 38
staza RBD sustava 38

P
pasivna zalihost 59
pokus 93

pokusaj 93
pouzdanost
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komponente 21
sustava 11, 16, 37

presjek dogadaja 93

primarna komponenta sustava s
rezervom 60

prostor elementarnih dogadaja 93

R
radno stanje
komponente 14
sustava 11
raspolozivost sustava 11, 16
asimptotska 78
intervalna 78
trenutacna 77
razdioba vremena
do kvara komponente 17
do obnove komponente 29
redni vektor
derivacija vjerojatnosti stanja
procesa 104
vjerojatnosti stanja procesa 104
reducirana matrica u¢estalosti
prijelaza 62

S
sekundarna komponenta sustava s
rezervom 60
skup
kvarnih stanja sustava 14
radnih stanja sustava 14
slika ili donja funkcija 109
slu€ajna varijabla 97
diskretna 97, 98
kontinuirana 97, 99
slucajni
pokus 93
proces 101
srednje vrijeme
do kvara komponente 21
do kvara sustava 40
do obnove komponente 32



standardna devijacija 98
stanje slu€ajnog procesa 101
sustav
digitalni 14
digitalni tehnicki s binarnim
komponentama 14
idealni dvokomponentni s
rezervom 60
jednokomponentni 79
jednokomponentni tehnicki 14
k-od-n strukture 45
nezalihosni 15
obnovljivi 11, 65
paralelne strukture 40
sa zalihoS¢u niske razine 49
sa zalihoS¢u visoke razine 51
serijske strukture 38
serijsko-paralelne strukture 48
slozenije strukture 54
s aktivnom zaliho$¢u 66
s meduovisnim komponentama 59
s medusobno neovisnim
komponentama 37
s pasivhom zaliho$¢u 59
s rezervom 59
tehnicki 13
zalihosni 15

T
teorem totalne vjerojatnosti 56
teorija vjerojatnosti 95

totalna vjerojatnost dogadaja 97

U
ucCestalost

kvara komponente 19
kvara sustava 39
obnove komponente 31
prijelaza izmedu stanja procesa
103
unija dogadaja 93
uvjetna vjerojatnost dogadaja 96

Vv
vektor
derivacija vjerojatnosti stanja
procesa 80, 104
pocetnih vjerojatnosti stanja
procesa 103
vjerojatnosti stanja procesa 80,
104
Vennovi dijagrami 94
vjerojatnost
dogadaja 95
prijelaza izmedu stanja
procesa 102
vrijeme
do kvara komponente 17
do kvara sustava 11
do obnove komponente 29
do obnove sustava 11
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